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Aucun document n’est autorisé. Toute réponse doit étre justifiée.

Question de cours. (2 pts) Soit (u,) une suite complexe et ¢ € C.

1. Donner la définition de ce qui est un voisinage de /. (1 pt)

Un voisinage de { est un sous-ensemble V' C C tel que pour tout a € V', il existe
un € > 0 tel que le disque D(a;€) de centre a et de rayon € soit contenu dans V.

2. Donner le définition de lim wu, = /. (1 pt)

n—-+0o

lir+n u, = £ si et seulement si pour tout voisinage V de {, il existe ng tel que
n—-+0o0o

pour tout n > ng, u, € V.

Exercice 1. (8 pts) Soient a,b,c € R et A la matrice donnée par

1 a b
A=1 01 ¢
00 2
1. Déterminer les valeurs propres de A et leurs multiplicités algébriques. (1 pt)

On calcule le polynome caractéristique

1—-X a b
PAy(X) = 0 1-X c :(1—X)‘
0 0 2—X

1-X

; 2_CX ‘: (1-X)%(2—X).

Donc les valeurs propres de A sont 1 et 2. La multiplicité algébrique de 1 est 2 ;

la multiplicité algébrique de 2 est 1.

2. Montrer que si a # 0, alors A n’est pas diagonalisable. (1 pt)

On calcule le sous-espace propre E1(A) associé a la valeur propre 1. Soit 4 =
(z,y,2) €R3. On a

r4+ay+bz=z r=z,ay =0
€ Ey(A) ssi y+cz=y $si y=y
22 =z z2=0



Sia # 0, on déduit que y = 0. Donc 4 = (z,0,0) = x(1,0,0) et donc E1(A)
est engendré par (1,0,0). Par conséquent dim(E;(A)) =1 et donc la multiplicité
géométrique de 1 est 1. Comme la multiplicité algébrique est différente de la
multiplicité géométrique, A n’est pas diagonalisable.

3. On suppose que a = 0.

(a)

Déterminer une base (ainsi que la dimension) des sous-espaces propres as-
sociés aux valeurs propres de A. (2 pts)

En reprenant la calcul de la question précédente si a =0 on a

u € Ei(A) ssi

SIS
I
ow 8

Donc, en posant x = « et y = 3 comme paramétres
(2,9,2) = (1,0,0) + 5(0,1,0).

Donc E1(A) est engendré par les vecteurs €; = (1,0,0) et é&; = (0,1,0). La
famille By = (€1, €,) constitue une base de E1(A) et la dimension de E;(A)
est donc 2.

On a
T+ bz =2 T = bz
UE FEy(A) ssi  y+cz=2y ssi{ y=cz
22 = 2z z2=2z

Donc, en posant z = o comme parametre

(z,y,2) = a(b,c,1).
Donc E5(A) est engendré par le vecteur (non nul) 4 = (b,c,1). La famille
By = (@) constitue une base de FEy(A) et la dimension de Es(A) est donc 1.
Justifier pourquoi A est diagonalisable. (1 pt)

Comme P4(X) est scindé et la multiplicité algébrique de chaque valeur
propre coincide avec sa multiplicité géométrique, A est diagonalisable.

Donner une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que A =
PDP. (2 pts)

On pose B = (€1, €, ). Alors B est une base de R3 et en posant

D=

o O =
S = O
N OO

[\]



on a A= PDP™! ou P est la matrice de passage de la base canonique a la

base B
100
P=| 01 ¢
0 0 1
(d) Calculer A™ pour tout n € N. (1 pt)
On a pour tout n € N
A" = pD" P

On calcule P~Y en utilisant la méthode de Gauss

1 061 00 1 0 0[1 0 —b
01 ¢/O1TO0O]—={(01O0(01 —c
00 1|0 01 00 1|0 0 1
et donc
1 0 —=b
Pl'=101 —c
00 1
On a pour tout n € N
1 0 b 1 0 0 1 0 —b
A"=PD"P'=| 01 ¢ 01 0 01 —c
0 01 00 27 00 1
1 0 b2 1 0 —=b 1 0 b2"—1)
= 0 1 2" 01 —c |=(01 ¢20n-1)
00 2 00 1 00 2"

Exercice 2. (6 pts) On munit R? de la base canonique B = (ey, e, e3). Soit ¢ : R® — R
la forme quadratique dont I’expression analytique dans la base B est

q(z1, 79, 73) = 307 + 4aj + 373 + 2V3x119 + 2V 3015,

1. Calculer la matrice A = Mp(q) de ¢ dans la base B. (1 pt)

Rappelons qu’en pratique, pour calculer la matrice A, il est inutile de calculer
la forme polaire @, et pq(e;, e;). Pour retrouver la valeur de ¢,(e;, e;) il faut se
rapeller que c’est le coefficient du terme x? sii = j et c’est le coefficient du terme
x;x; divisé par 2 si i # j (Voir le cours et la relation entre les coefficients du
terme x;x; et @,(e;,e;)). Donc on a

q(w1, 2, 13) = pg(er, €1)x] + @qlea, €2)3 + @4(es, e3)a3

+2p,4(e1, e2)x12 + 2¢0,(€1, €3)T13 + 204(€2, €3)T2T 3.



Donc (qui est une matrice symétrique)

Sﬁq(elael) ¢q(€1a62) @q(elaezs)

2. Calculer les valeurs propres de A. (2 pts)

On calcule le polynome caractéristique

3—-X V3 0
PAX)=| V3 4-X 3
0 V3 3-X

4—X V3

V3 3-X f’f:a X‘

=B-X)(U-X)B-X)=3-3B-X)=B-X)[(4-X)3-X) -0
=B-X)(X?-T7X+6)=(3—-X)(X —1)(X —6).

-3 )|

Donc les valeurs propres de A sont 1, 3 et 6, chacune est de multiplicité algébrique
1.

3. Déterminer une base orthonormée B’ dans laquelle A est représentée par une
matrice diagonale. (2 pts)

On calcule les bases des sous-espaces propres E1(A), Es(1) et Eg(A). On a

Sx—l—\/gy:a: w:%gy
U € Ei(A) ssi V3z+4y++3z2=1y ssi y=1y
V3y+3z==z ==Yy

Donc, en posant y = o comme parametre

—V3 . V3
=a(—=,1, —=
(2,9,2) = a(—; 5 )
Donc E,(A) est engendré par le vecteur iy, = (=5~ =3 1, \/g) La famille By = (u;)
constitue une base de E1(A) et la dimension de El(A) est donc 1.

On a

3x—|—\/§y:3x r=—z
U € F3(A) ssi V3x+4y ++32=3y ssi y=0
V3y 4+ 3z = 32 2=z

Donc, en posant z = o comme parameétre

(x,y,2) = a(—1,0,1).

Donc E5(A) est engendré par le vecteur iy = (—1,0,1). La famille By = (3)
constitue une base de E5(A) et la dimension de E3(A) est donc 1.
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3z ++/3y = 6x x =y
il € Eg(A) ssi { 3z +4y+32="6y ssi y=y
\/gy + 3z =62 T = %y
Donc, en posant y = o comme parametre
1 1
z,Y,2) =a(—,1, —).
(3.2) = a( 1)

Donc Eg(A) est engendré par le vecteur iy = (\%, 1, \/Lg) La famille By = (u3)

constitue une base de Eg(A) et la dimension de Eg(A) est donc 1.

Comme A est symétrique, elle est diagonalisable dans une base orthonormée.
D’apres le cours By U By U By = (uy, Uz, Us) est une base orthogonale formée de
vecteurs propres de A. Pour obtenir une base orthonormée, on prend

B =B VB VB

—

R A TR VARV AN W
%= = 507
L (1 V31
B ATV AN

et donc B' = (Uy, U, U3) est une base orthonormée dans laquelle A est représentée
par la matrice diagonale

. Donner l'expression analytique de ¢ dans la base B’. Est-ce que ¢ est définie
positive 7 (1 pt)

La matrice D est la matrice de q dans la base B'. On a pour tout U = z\v) +
$/2172 + 333173

q(z), xh, %) = 22 + 37 + 627
qui est l'expression de q dans la base B'. Comme les coefficients (donc les valeurs
propres de A) sont tous strictement positifs, q est définie positive.



Exercice 3. (8 pts) Soit E = Ry[X] le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients
réels de degré au plus 2 muni de la base canonique B = (Fy, P, P) ou Fy(X) =
1, Pi(X) =X et P»(X) = X? On muni F du produit scalaire

1
(P.@) e B r (PIQ) = [ PO d
1. Calculer ||P0||, <P0|P1>, P1 - <P0|P1>P0 et ||P1 — <P0|P1>P0|| (2 ptS)

On a ) )
|mma/%m%ww=/1w:1
0 0

<P0|P1>:/01P0(t)P1(t) dt:/oltdt:[ﬁ/mg:uz

B(X) = (P, — (B|P)Py)(X) = X — %

1 1
1
| P — <P0|P1>P0||2 = / B(t)2 dt = / (t — §)2 dt — =
0 0
1

[P — (Po| P Pol| = 23

2. Soit F' = Ry[X] le sous-espace vectoriel de £ des polynomes de degré au plus 1.
Soit Q1(X) = v/3(2X — 1). A partir de la base By = (P, P,), grace au procédé
de Gram-Schmidt, montrer que la famille C = (Fy, ()1) est une base orthonormée
de F. (1 pt)

D’apres le procédé de Gram-Schmidt, les vecteurs

1Pl

0u(x) = D™ (Po|P) By 2VEX - 1)

N =B (Bl B 2

constitute une base orthonormée de F'. Comme
Qo(X) = P(X),  Qi(X)=+V3(2X 1)

on conclut que C est une base orthonormée de F.

3. Soit f : E — F le projecteur orthogonal. Soit R(X) = X2. Calculer f(R).
[Rappel : Si F' < FE est un sous-espace d’un espace euclidien E, admettant une

base orthonormée (uy, - - - ,u,), alors la projection orthogonale f sur F est donnée
par la formule f(x) = (x|ui)us + - - - + (x|uy)uy,.] (2 pts)
On a donc

f(R) = (R|Py)Po + (R|Q1)Q:1.



<R|Po>=/1R(t)dt:/lt2dt:%
<R|Q1>:/Oltz\@(%—l)dt:\/5/012t3—t2dtzgzi.

Et donc . .
R) = (R|P)) P, + (R _1,. 1
FCR) = (RIPDR + (RIQUQ) = 5 + 5201
1 1 1 1 1
R(X)=-4 —O(X)=-+ X — ==X .
4. Calculer la matrice A de f dans la base B. (1 pts)

Comme Py et P; sont des éléments de F' on a

f(Py) =P, f(P) =P

et d’apres ce qui précede

1 1
f(P2)(X):X—6:—EPO(X)‘FPl(X)-
D’ou
10 —%
A= 01 1
00 0

5. L’endomorphisme f est-il symétrique? Peut-on le diagonaliser dans une base
orthonormée ? (1 pt)

La matrice A n’est pas symétrique et par conséquent [ n’est pas symétrique. On
ne peut diagonaliser f dans une base orthonormée car sinon f serait symétrique.

Exercice 4. Bonus (4 pts) Soit R? muni du produit scalaire canonique et soit C la
conique d’équation
P ray+y*—1=0.
1. Montrer qu’il existe une base orthonormée B’ = (i, ¥) dans laquelle I’équation de
C est (3 pts)

1 12 3 12
- “y?—1=0.
2x + 2y

La forme quadratique associée a C est
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q(z,y) = 2> + 2y + v

Sa matrice dans la base canonique est

=

Calculons les valeurs propres de A. On

N[ =t
[l
\/

s}

1—- X
PA<X>=\ 1

1
2
2

On a P4(X) =0 si et seulement si (1 — X) = +1
X = % Donc les valeurs propres de A sont % et %

1 1—X‘:(1_

1
X)?—-.
F =3

si et seulement si X = % ou

On sait que A est diagonalisable (A est symétrique) dans une base orthonormée
B' = (4, V) formée de vecteurs propres; avec U est un vecteur propre associé a la
valeur propre % et U associé a la valeur propre % En plus dans la base B' = (u, v)

la forme quadratique q a comme expression

1
L A ) e
gz’ y) = 5a” + 3y

et donc l'équation de C dans la base B’ est
1 2 3 12
= —y“—1=0.
zx + 2y

. Quelle est la nature de C?

3/2

(1 pt)

L’équation précédente est ’équation d’une ellipse et par conséquent C est une

ellipse.



