Université de Poitiers L1 SPIC, Module 2102
Mathématiques 2010/2011

Feuille 1 : Exercices sur les systémes linéaires,
quelques corrections

Exercice 1, b)

Soit
r+y=0
r+2y=-1
On applique la méthode du pivot de Gauss :
(S) g —y:l (L2<—L2—2L1) = —y:l {xty_IO
y=- (L3 < Ly — Ly) 0=0 (Ls « L3+ Ly) -

o T=-y ) r= 1
y=-1 y=-1
L’unique solution de (S) est donc (z,y) = (1,—1) : § = {(1,—1)}. Le systéme a 2 inconnues

principales (z et y) et aucune inconnue secondaire. Le rang du systéme (= son nombre d’inconnues
principales) est 2.

Exercice 1, e)
Soit
2 —y+32=1
—dr+2y+2=3
(5) —2x+y+4z2=4
10z — 5y — 62 = —10

On applique la méthode du pivot de Gauss :

20 —y+32=1 20 —y+32=1
T2=25 <L2 <—L2—|—2L1) Tz =
(S) < T2=25 (Lg <—L3+L1) < 0= (L3<—L3—L2)

4
7

— frmnd == —_ — _§ Tr =
o 20 —y+3z2=1 o 2x 5y 3z+1 o 2z 5y N
T72=25 z=2 5 =

o o



Ainsi il y a deux inconnues principales (x et z) et une inconnue secondaire (y). Le rang du systéme
est donc 2. Les solutions de (S) sont les (z,y,2) = (=2 + %,y,2) pour y € K :

4 'y 5
= —— 4+ y,= K
S {( 7+2,y,7),y€ }

(droite).

Exercice 1, h)

Soit

T—y+z+t=0
3r—3y+3z2+2t=0
r—y+2=0

dr — 5y +5z+7t=0

(5)

On applique la méthode du pivot de Gauss :

r—y+z+t=0 r—y+z+t=0
<S) < —t=0 (L3<—L3—L1) < 0= (L3<—L3—L2)
2t:0 (L4<—L4—5L1) 0:0 (L4<—L4+2L2)
T—y+z+t=0 r=y—z2—1t rT=Y—=z
< {—tzo ‘:’{tzo @{tzo

Ce systéme a deux inconnues principales (x et t), et deux inconnues secondaires (y et z), son rang
est donc 2. Les solutions de (S) sont les (x,y, z,t) = (y — 2,y, 2,0) pour y,z € K :

S = {(y - Z’y7z7 0)’ y?Z e K} = {(17 1’07 0)y+ (_1’07 1’0)2’ y7Z 6 K} (plan)'

Exercice 2, c)
On considére le systéeme
r+my—+2z=m
(S)=¢ 2z+y+(m—-2)z=1
mr+y—+2z=2m—1

On applique la méthode du pivot de Gauss :

rT+my+2z=m
(S)e 1 Cm+1ly+(m+2)z=2m+1 (Ly +2Ly)
1—m?)y+2(1—m)z=2m—1-—m? (L3 —mL,)

rT+my+2z=m
S C2m+1ly+(m+2)z=2m+1
(1—m)(1+m)y+2(1 —m)z=—(1—m)?
On remarque que (1 — m) est en facteur partout dans Ls. On a donc envie de diviser cette ligne
par (1 —m). Pour avoir le droit d’effectuer cette opération, il faut que (1 —m) # 0, c’est a dire que
m # 1. On commence donc une discussion sur la valeur de m.
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1.Sim=1:

(S)e ¢ 3y+32=3

r+y+2z=1
-1
0=0

r+y+2z=1 o r=1—y—2z=—2
y+z=1 y=1—z2

D'ou § = {(—2,1—z,2), z € K} (droite).
2. Sim # 1, on peut diviser Ls par (1 —m), et

rT+my+2z=m
(S)e < Cm+ly+ (m+2)z=2m+1
(I+m)y+2z=m-—1

On échange Ls et L3 pour avoir dans la deuxiéme ligne au moins un coefficient indépendant de
m (qui sera le 2 de 2z), puis on continue le pivot en éliminant les z de la derniére ligne a 'aide

de L, :

T+my+2z=m
(S) ¢ 2z+(1+my=m-—1
(m+2)z+2m+1)y=2m+1
rT+my+2z=m
S 22+ (14+my=m—1
Am+2—(m+2)(m+1)y=4m+2—-(m+2)(m—1) (2Ls — (m+2)Ls)

r+my+2z=m r+my+2z=m
S 22+ 14+my=m—1 S 22+ 14+my=m—1
(—m? +m)y=-m?+3m+4 m(l —m)y=—(m+1)(m—4)

(en effet, on touve que les racines de —m? + 3m + 4 sont —1 et 4).

(a) Sim =0, alors

r+22=0
(SYeq y+2:=0 ,
0=4

la, derniére ligne est absurde et le systéme est incompatible : S = ().

(b) Sim # 0, on peut diviser par m (et par 1 — m puisque m # 1), de sorte que

rT+my+2z=m rT+my—+2z=m

(S) & 2z+(1+m)y:m—1 PRGN 22:75(:2;41)
m(m_22m272m72) m(m—1)

T ==

SRR R o VI
_ (m41)(m—4)
Y= ""m-n
— 2(m2—2m—2) (m+1)(m—4) 4m+2 )
oS = {( m(m—1) °  m(m—1) m(mt1)>} (point).
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Conclusion :
1.Sim=1,S8={(—21-22), z € K} (droite).
2.Sim=0,8=0.

3. Sinon (m # 0 et m # 1), le systéme est de Cramer et S = {(2@:&22;2), m&%ﬁf% Tf{gfl))}
(point).

Exercice 3, a)

ar +by+z=1
(S)=< z+aby+z=5>
r+by+az=1

On utilise la méthode du pivot de Gauss. On commence par effectuer une permutation des lignes, de
maniére & avoir un pivot égal a 1.

r+by+az=1 & r+by+az=1
(S)e < ar+by+z2=1 (Ly—Ly—aly) { b(l—a)y+(1—a*)z=1—a
x4aby+z=0 (L3« L3 — L) bla—1y+(1—a)z=b-1

On constate que les coefficients de y dans Ly et L3 sont opposés. On remplace donc L par L3 + Lo,
ce qui donne :

r+by+az=1 r+by+az=1
(S)e< l—ay+(1—a*)z=1-a S W(l—ay+(1—-a*)z=1-a
(1—a)+(1—-a)(l4+a)z=b—a (1—a)2+a)z=b—a

Pour calculer z, il faudrait diviser par (1 —a)(2+ a), ce qui n’est possible que si a # 1 et a # —2
(division par zéro interdite!). On doit donc distinguer plusieurs cas :

1. Sia=1: alors

r+by+z=1
_ r+by+z=1
(S)<< 0=0 {O:b—l

0=b—-1
(a) Sib#1,ladeuxiéme ligne est absurde et le systéme est incompatible : S = (.

(b) Sib=1,
S)ertytz=lsr=1—y—z

d'ou § = {(1 —Y—- Z,y,Z), Y,z € K} (plan)

2. Sia=—2: alors

r+by—22=1 r+by—2z=1
(S) << 3by—32=3 S bhy—2z=1

(a) Sib+# —2 alors la derniére ligne est absurde et S = ().



(b) Sinon, b=2 et

r—2y—2z=1 r=2y+2z+1=---=z
oy s — T oy= 1, 1
2y —z=1 y=-—52—3

(S)@{

Alors § = {(z,—3z — 1,2), z € K} (droite).
3. Sia#1 eta# —2,on peut diviser par (1 —a)(2+ a) et par (1 —a), d'or

r+by+az=1 N r+by+az=1
b(1 — 1—a®)z=1-— b 1 =1
()] bl-ayt-dz=1-a % b+t
= T-a)2+ra) = T-a)2+a)
r+by+az=1
=1 — ...— _2-b—ab
= by=1 lH(Ll +ta)z =" = TG
2T Takre)

Pour obtenir y, il faut maintenant diviser L, par b, ce qui n’est possible que si b # 0.

(a) Sib=0 alors

r+az=1
_ 2
(S)eq 0= =) @+a)
T o))

Mais la deuxiéme ligne de ce systéme est absurde donc S = ().
(b) Sinon, b # 0 et on peut diviser par b, ce qui donne

b—a

2—b—ab ‘ 2—b—ab (e
(S)e v= Maa < YT g
£ = Tota) T Toeta)
. o b—a 2—b—ab b—a
Et dans ce cas, le systéme est de Cramer et S = {<(1_a)(2+a), b(1—a)(2+a)’ (1_a)(2+a)) }

Conclusion :

I.Sia=b=1,S={(1-y—249,2), y,z € K} (plan),
2.sia=1letb#1,S=0,
3.sia=b=-28={(z,—3z—3,2), z € K} (droite),
4. sia=—-2etb#-2,8 =1,

5.81b=0,S =10,

6.

: _ b—a 2—b—ab b—a
Sinon, (a #1,a# =2 et b #0), S = {((17a)(2+a)> b(1—a)(2+a)’ (lfa)(2+a)>}'



Exercice 3, b)

ar —by+t=a (2 4+bz+at=0b r+bz+at=">
(S) = br+ay+z=0> o y+az—bt=a N y+az—bt=a
y+az—bt=a br+ay+z=> ay + (1 —=0*)z —abt =b(1 —b) (L3 —bLy)
rH+bzt+at=0> (| av —by +t=a —by+ (1 —a®)t —abz = a(l —b) (Ly—al,)
( x4+ bz+at=0
- y+az—bt=a
(1—a®>=0)z=b—0>—a* (L3 —aly)
| (1—a*>=—P)t=a (Ly + bLo)

r+bz+at=>
y+az—bt=a
0=b—-1
0=a

(a) Sia#0oub#1,8 =1,

1. Sia+b2 =1, () <

(b) Sinon (a =0etb=1),(S5) < { sz:(} & { z:tl T et S = {(1=2,t, 2,1),(2,t) €
K?} (plan).
2. Sinon (a® + b* # 1),

T = v =

+az—bt=a - _a _

(S) = 4 b—b2—qa? == Y (1,:?22:5; )

= —5 Zz = ——

—a? 7 [

=12 t= 12

et § = { (0% i Eo b ) | (point).
Conclusion :
1. Sia=0etb=1,8={(1- 2zt 21),(z,t) € K*} (plan).
2. Sia’+ b =1laveca#0oub#1,S=0.

. B2 2 12 2 .
3. Sia2+ A1, 8= {(;’732;;2, _g _ bbid Hgsz)} (point).




