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Feuille d’exercices |l : algébres, o-algébres, boréliens.

Exercice 1. 1. Soit X = {1,2,3}. Montrer que A = {0, X, {1},{2,3}} est une algebre.

2. Soit X un ensemble, et A C P(X) une algébre sur X. Soit A, B des éléments de A. Montrer que
ANBe Aet AAB € A.

Exercice 2. Les classes suivantes sont-elles des algébres, des o-algébres ?
— A1 = {A € P(R) telle que A est finie}.
— Ay = {A € P(R) telle que A est finie ou R\ A est finie}.
— A; = {A € P(R) telle que A est au plus dénombrable ou R\ A est au plus dénombrable}.

Exercice 3. Quelle est la g-algébre sur R engendrée par {{z}: z € R}?

Exercice 4. Soit X,Y deux ensembles et f: X — Y une application.
1. Si B est une o-algebre sur Y, montrer que {f~1(B): B € B} est une o-algébre sur X.
2. Si A est une o-algébre sur X montrer que {B: f~1(B) € A} est une o—algébre sur Y.

Exercice 5. Vérifier que les ensembles suivants engendrent les boréliens de R.
— I ={Ja,b[: a, b€ R et a < b}.
— Io ={la,b]: a, b€ R et a < b}.
— Iz = {]a,+o0[: a € R}.

Exercice 6. Soit X un ensemble et E une partie de X. Si A est une famille de parties de X on pose
Ap={ANE: Ac A} .

1. Montrer que si A est une o-algébre de X alors Ag est une o-algébre de F.
2. Montrer que (0(A))g = o(Ag).

3. En déduire que les boréliens de R sont les intersections de R avec les boréliens de C.



