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Analyse numérique - L3

Corrigé du devoir n°1

Exercice 1.

1. A n’admet pas de décomposition LU car son premier mineur est nul. Posons

01 0 1 1 2
PO = 1 0 0 et AL = pig = [0 -2 0
0 0 1 0o 0 3
Alors
Py = (POt = pD L, =13 et Uy = AD
fournit une décomposition PLU de A.
Posons
1 0 O 1 0 O
ED =10 10 et BY = EVB = [0 -2 0
-1 0 1 0 2 1
Définissons alors
1 00 1 0 0
E@ = [0 1 0 et B® = @0 = [0 -2 0
011 0 0 1
Ainsi
1 0 O
Lp = (EMYYE®)t = (o 1 o0 et U = B®
1 -1 1
fournit une décomposition LU de B.
2. Soit & € C3. Alors
1 1
Ax = |2 <— Upx = P;{ 2
3 3
2
<— Uypx = |1
3
2= (-1) -2
= r = -1
1
1
2
_ 1
< T = —3




Pour y € C3, on a

1 1
Lpy = |2] < y = E®EWD (2
3 3
1
— y = E@ |2
2
1
= y = |2
;
D’ou
1 1
Bx = |2 <— Uz = |2
3 4
1
<~ zz = |-1].
4

Exercice 2.

1. Définissons () par

Alors

Définissons ensuite 2(2) par
2 0\ o_(% 1,0 <2)
= v+ .
(0 2> (—1 0 1
1
L0 = L(TETE) _(E)
2\—5+1
Enfin définissons 23, Papproximation demandée, par

2 0\ @_ (0 "N o, (2
(0 2>:E B (—1 o) )
_1
4
<_3
4

Alors

il Ll SN

Alors

AzB®) _p = (

dont la norme infini est 1/8.
LQFLQ*%LI 2 1 B

2. Le résidu est

ol N
N 00l~1

Pour z € C?, on a

Axr = b

&

Il
N\
O =
N———



L’erreur est donc

-

0|
ool—
~

dont la norme infini est 1 / 8.

Exercice 3.

1. Soit € R?. Puisque A est triangulaire supérieure, z résout le probléme aux moindres carrés si et
1 -1 (1
o 2)% 7 \2
v 2
=11

0
0
3

seulement si

c’est-a-dire si et seulement si

Le résidu est

dont la norme est 3.

2. Commengons par obtenir une décomposition QR de A. Posons

0 0 1 1 0
oM = (o1 0 et AWM = QWA =0 0|,
100 0 -1
puis
1 00 10
o® = [0 0 1 et A® = Q@AM = |0 —1
010 0 0
Alors
3 3
QPO = QW 2] = |1
1 2

Soit 2 € R2. Alors x résout le probléme aux moindres carrés si et seulement si

b 5= ()

c’est-a-dire si et seulement si

Le résidu est

dont la norme est 2.



Exercice 4.

1. La proposition est fausse. En effet, pour n =1 et A =1, on a p(A) = 1 mais I} — A est la matrice

nulle et donc n’est pas inversible.

2. La proposition est juste. En effet, les valeurs propres de
11
A
A4 = (1 2)

(X -1)(X-2)—1 = X*-3X+1 = (X -3)? -

sont les racines du polynéme

ot

Les valeurs propres de A*A sont donc

3+v5 ot 3—v5
2 2

Comme
3—-vV5 3+V5
2 < 2

le conditionnement en norme 2 de A est bien

VB+V5)/(3-V5).

3. La proposition est juste. La matrice d’itération associée a la méthode est

I I R [V ry IS V)

dont le rayon spectral i est strictement plus petit que 1.

4. La proposition est juste. En effet, les valeurs propres de A sont les racines de (X —3)2—1, c’est-a-dire

2 et 4. Ces valeurs propres sont bien de modules distinctes. Par ailleurs

AXO — (i’) £ 2x0)

Donc dans une décomposition spectrale la composante de X(?) associée a la valeur propre 4 est

non nulle. D’otu la convergence.
5. La proposition est fausse. En effet,

AXO = 2x0

donc dans une décomposition spectrale la composante de X(?) associée a la valeur propre 4 est

nulle.



