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TD/TP 6 - Calculer P’inverse d’une matrice

I Inversion d’une matrice

Notons (eq, ..., e,) la base canonique de R™ pour un entier n > 1. On notera en colonne les vecteurs
de R™.

Considérons une matrice A € GL,(R). Pour 1 < i < n, la i-éme colonne de A~ est égale au vecteur
u; = A~ le;. On a ainsi le systéme suivant :

T 0 Ty 0
Al . =|1] oty = . ete; = | 1 |,le 1 setrouvant sur la :-eme ligne.
Tn 0 Ty 0

11 suffit donc de résoudre n systemes linéaires pour calculer I’inverse de A.

Dans la pratique, on résout simultanément ces n systémes linéaires. Pour cela, on applique la méthode
du pivot de Gauss en travaillant en méme temps sur I’ensemble des seconds membres.

1. Afin de représenter simultanément les n systémes, on adjoint tout d’abord a A les n colonnes
correspondant aux seconds membres (c’est-a-dire la matrice identité).
Par exemple si n = 3, on considere

ain a2 a3z 1
a1 Az agz 0
azy asy asz 0

S = O

0
0
1

2. En utilisant des pivots de Gauss récursivement sur les n colonnes de A, on triangularise les n
systemes.
Pour n = 3, on obtient n systémes représentés par

! / !/ / / /

ay  ajy ayy by by Ui
/ ! / / /

0 ahy agg by by boyg
! / / /

0 0 agy 05 b5y by

3. Pour 1 < i < n, on divise chaque ligne i par a; de fagcon a obtenir des 1 sur la diagonale. (Les a
sont tous non nuls, sinon la matrice de départ ne serait pas diagonalisable.)
Dans le cas n = 3, on obtient

1 afy ajy by by Uiy

0 1 ag by bhy by

0 0 1 b b5y b

4. Pour terminer, on transforme les lignes afin d’amener des 0 au-dessus de la diagonale. Pour cela on

retranche le multiple par a7, de la ligne 2 a la ligne 1, puis un multiple adéquat de la ligne 3 a la ligne 1,
puis un multiple de la ligne 3 a la ligne 1, et ainsi de suite (en pratique, afin de limiter le nombre de calculs,
on commence par la derniere colonne).
Pour n = 3, on a alors
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II
Q.1 -

Q.2)-
Q.3)-

Q4 -
Q.5) -

I1I

1 00 b11 b12 b13 bll b12 b13
010 b21 bgg b23 et ainsi Ail = bgl b22 bgg
0 01 bgl b32 b33 b31 632 b33

ENTD

Dérouler I’algorithme d’inversion d’une matrice décrit dans la premiere partie sur I’exemple suivant :

01 3
A=|1 0 -2
21 1
Quelle est la complexité de cet algorithme ?

En utilisant une partie de I’algorithme d’inversion, donner un algorithme permettant de calculer le
déterminant d’une matrice.

Préparer le TP décrit dans la partie suivante.

Question facultative : si I’on considere uniquement des matrices a coefficients rationnels, comment
peut-on implémenter cet algorithme avec des calculs exacts (et non des valeurs approchées) ?

EN TP

Le but de ce TP est d’implémenter une classe permettant d’inverser une matrice a I’aide du pivot de
Gauss (algorithme décrit dans la premiere partie). Les matrices seront représentées par des tableaux a deux
dimensions.

Q.1)-

Q.2)-

Q.3)-

Q4) -

Q.5) -

Q.6) -

On considere une nouvelle classe que I’on nommera par exemple PivotGauss. On commence par
un constructeur prenant en entrée la matrice a inverser et initialisant un tableau représentant les n
systemes linéaires a résoudre (c.f. L.1).

Compléter la classe par une méthode permettant d’afficher le tableau représentant les n systeémes
linéaires.

Implémenter au fur et a mesure les étapes de 1’algorithme décrit dans la premiere partie. Afin de tenir
compte des erreurs de calculs, on fixera une constante valant 10~ au dessous de laquelle les valeurs
seront considérées comme nulles.

Ajouter a la classe une méthode statique Inverse (double[] [] A) qui prend en entrée une
matrice A et I’inverse.

Compléter la classe par une méthode statique retournant le déterminant d’une matrice passée en
argument.

Compléter la classe de facon a lever des exceptions si la matrice en entrée n’est pas carrée ou si elle
n’est pas inversible.



