Mesure et Intégration
Examen Final — Corrigé
13 janvier 2014 — durée 3 h

Notations

(a) A, est la mesure de Lebesgue dans R™.

(b) L'(R") est 'ensemble des fonctions boréliennes et \,-intégrables dans R™.

Question 1.

1. Calculer

/ eV ).
RZ

[Indication : Calculer 'intégrale en coordonnées polaires, en faisant le changement de
variables x = rcost et y = rsint que 'on justifiera.]

I:/ e dr.
0

Solution. Les fonctions sont continues, donc mesurables.

2. En déduire la valeur de

1. Le changement de variables z = rcost et y = rsint est C' de ]0, 00[x]0, 27| vers R? \
([0,00[x{0}). On a
Ox Ox

. oy . dy
— = cost — = —rsint — =sint et a:rcost.

or Tot T Or
Donc | det J| = r(cos® t +sin*t) = r, et 2% + y* = r?. Ainsi

/ eV dNy = / e~V dN, = / e~ rd)s
R2 R2\ ([0,00[x{0}) 10,00[x]0,27]

/ / “rdtdr = / 2re " rdr = [—we )P =,
10,00[ /[0 27r[ 10,00(

ou la premiere égalité est puisque [0,00[x{0} est négligeable, la deuxieme d’apres le
théoreme de changement de variable, et la troisieme d’apres le théoreme de Tonelli.

2. D’apres le théoreme de Fubini (ou Tonelli), comme e e

w—/w e )y = // eydxdy—(/ )2,

: : 7 N 0 —z? _ [ —z2? _ 1 —x?
est une fonction paire, d’out [~ e *dz = [Te ¥ dr = 5 [pe " dz, et

v st intégrable positive, on a

2

De plus, e~
=Y



Question 2. Pour n > 0 entier et s réel, on pose g,(z) = z° 'e " Xj90((z). On rappelle

la définition de la fonction d’Euler : T'(s) = / y*te ¥ dy pour s > 0, et de la fonction (,
0

((s) = Zn_s pour s > 1.
n=1

1. Montrer que Z/gn d\ = / Zgn dA.
n=1"R R =1

o0 s—1
2. En déduire que / - 1dx = I'(s) ((s) pour tout s > 1.
o € —
0o ZL’S_I
3. En déduire aussi que / - 1dx = oo pour tout s €]0, 1].
o € —

Solution. Les fonctions sont continues, donc mesurables.

1. Les g, sont des fonctions positives. On pose f = > ' _ g,. Alors (fi) est une suite
croissante de fonctions positives ; d’apres le théoreme de convergence monotone on a

00 k k
> fmdr=tim 3 [ mar=pm [ 301
n=1 n=1 n=1
= [ A= [ far= [ 32 gan

2. Avec le changement de variables y = nx et dy = ndx on a pour s > 1

Z/gn d\ = Z/ ¥ e dy = g,(7) = Z/ n~ St (nx) e ™ dw
n=1“R n=1"0 n=1+0

-y / Ty lendy = 3 nT(s) = T(s) (s).

D’autre part,

[e's) 0o 0 0o o0 o] s—1
T
E gndX = / g e dr = / A E (e7®)"dx = / dx.
/anl 0 n=1 0 n=1 0 e —1

On conclut avec la partie 1.

3. D’apres les parties 1. et 2; on a pour s > 0

fe'e) s—1 k [e%¢} k o) k
T
dzr = lim e ™™ dz = lim n* sTle=¥dy = lim n °T'(s).

n=1

Puisque y — y* e ¥ est une fonction strictement positive et continue sur ]0, 00|, on a
['(s) > 0. Comme limy Zi:l n~* = 0o, on conclut.
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Question 3.

1.

D.

. Pour tout y > 0, démontrer que la fonction x

Démontrer que pour tout réel zonal—e* < z.

1—e

5— est intégrable sur |0, ool.
T

] _ =7y
Pour y > 0 on pose F(y) = ——dx.
0

xr2

F
Calculer (sans utiliser la suite de l'exercice) lim M

Yy—00 y
[Indication : utiliser le théoreme de convergence dominée.|

Démontrer que F est continue sur [0, oo[ et dérivable sur |0, co[. Exprimer sa dérivée en
fonction de I'intégrale I de la question 1.

Calculer F.

Solution. Soit f(z,y) = =5,

1.

22

Soit g(z) = z+ e *. Alors ¢'(z) =1 —e7*, et ¢/(z) est positif pour z > 0 et négatif pour
2 < 0. Donc g(z) > g(0) =1,dou 1l —e* < z.

. La fonction x + f(x,y) est continue, donc mesurable. On a 0 < f(z,y) < % = y et

0 < f(z,y) < %5 ; la fonction est ainsi intégrable sur ]0, 1] et sur [1, oo, et donc sur 10, ool

Pour y > 1 on a ]M] < min{1, -5}, et cette derniere fonction est intégrable. De plus,

0 < limy ! ("Z’y) < limy o - % = 0 pour x > 0. D’apres le théoréme de convergence
dominée,

hm——l G dx:/ lim f(x’wdx:/ 0dz = 0.

y—oo Y y—00 0 Yoo Y 0

La fonction y — f(x,y) est continue sur [0, co pour tout = > 0, et pour tout » > 0 on a
que | f(z,y)| < min{r, 5} pour y € [0,7]. D’apres un théoréme du cours, F est continue
sur [0, 7], pour tout r > 0. Donc F' est continue sur [0, col.

De plus, y(x y) = e~**¥ pour tout = €0, co[, et pour tout r > 0 on a que ‘a (x,y)| =

le=**Y| < e~*"" pour tout y € [r, co[. D’aprés un théoreme du cours, F est dérivable sur
[r, 00[ pour tout r > 0, et donc sur ]0, oo[, avec (ol z = x/y et dz = \/y dx)

o0 % g=z I Nz
F(y :/ e Vdy = C dp=-—_-YT
W=, o ViCT 0

On a F(0) =0 et donc

Y Y \/7_1'
_1: / 1 _ T . _
F(y) = lli% i F'(z)dz = lli% N dz lliﬂo(q/y Verm) = \JyT.



Question 4. Soient f,g € L}(R"™), et F(z,y) = f(z —y) g(y).

1. Montrer que pour A,—presque tout x € R", la fonction y — F'(x,y) est intégrable sur R™.

2. Montrer que le produit de convolution de f et g défini \,-presque partout par

(Fe9)a) = [ Py

vérifie f x g = g % f \,-presque partout.

3. Montrer que
1f =gl < 1l Mgl

[Indication : Utiliser le théoréme de Fubini-Tonnelli pour montrer que F € L'(R?"), et
conclure.

Solution.

1. I est mesurable ; d’apres le théoreme de Tonelli,
1F]ls = / |F(x,y)| dAz, = / |F(z,y)|dady = | [g)I( | [flz—y)|dz)dy
R2 n JRn Rn Rn

= [ I 1r@1az)ay = [ a1l dy = 170l < o

avec le changement de variable z = x — y et dz = dx. Donc F est intégrable. D’apres le
théoreme de Fubini, y — F(z,y) est intégrable sur R pour A\,—presque tout x € R™.

2. Pour \,—presque tout x € R" on a

(fxg)(x) = Rnf(fc—y)g(y)dyz Rnf(Z)g(w—Z)dZI(g*f)(x)

avec le changement de variables z = x — y et dz = |(—1)"| dy = dy.

3. D’apres la preuve de 1., F' est intégrable et ||F||y = || f||1 - ||g]|:. Alors

Ifsall = [ 1rsa)@lde = [ 1 [ Peagias< [ ] Fepldse = 17l



Question 5. Soit f: R?\ {0} — R, définie par
2 —
(@2 +y2)

[([ o) ore [ ([ o) an

[Indication : On trouve la primitive de 1/(1 + ¢*)? en intégrant par parties 1/(1 + ¢?).]

flz,y) =

1. Montrer que

2. Pour 0 <e<1letS. ={(r,y) € R?; e <z*+y? <1}, calculer

/E|f\d)\2.

[Indication : Utiliser les coordonnées polaires.]

3. En déduire que la partie 1. n’est pas en contradiction avec le théoreme de Fubini-Tonnelli.
Solution.

1.

1 1 L L 1
/1 ( 1f($,y)dx) dy:/1 [—x2+y—2}_1dy= /1 152 dy = [-2arctany|”, = —,

comme x — f(z,y) est intégrable sur [—1, 1] pour y # 0. De méme,

1 1 1 .
— y 11 _ 2 B -
/_1 (/_lf(x,y)dy> dx/_l [x2+y2}1dx/_11+x2 dy = [2arctany]’ , = 7.

Puisque 7 # —m, le resultat en découle.

2. On pose z = rcost, y = rsint. Ceci définit un C'-difféomorphisme entre [y/z, 1] x [0, 27|
et S. avec |det J| = r. Donc (ou l'on utilise le théoreme de Tonelli pour la troisieme
égalité)

cos?t —sin?t

]f|d)\2:/ |f(rcost,rsint)|d/\2:/ |[—————IrdX\
Se [vz,1]x[0,27] [Vz,1]%[0,2n] r
= / r~tdr / | cos(2t)| dt = [Inr] -4 = —41In /e,
VE] 0,27

puisque par symétrie

/ | cos(2t)| dt = 8/ cos(2t) dt = 4 [sin(2t)]7/* = 4.

[0,2n[ [0,/4]

3. D'apres 2., lim.yo [g [f[dAs = oo. Ainsi |[fi = oo et f ¢ L1(B(0,1)), donc f &
L1([-1,1]%). Comme 'intégrabitité de f est une des hypotheses du théoréme de Fubini,
celui-ci ne s’applique pas.



