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Question 1. Soit X un ensemble, 7 un clan sur X et y une mesure sur 7. Soit

i A|—>1nf{z,u TACUA}

neN neN

la mesure extérieure associée, et T la tribu des parties A de X qui sont p*-mesurables, c’est-a-
dire
p(B)=p (BNA)+ p*(B\ A) pour tout B C X. (1)

1. Pour E C X on pose p(A) = p*(ANE) pour tout A C X. Montrer que pour toute suite
(Ap)n de parties de X on a

e An) <> (A

neN neN

2. Montrer que tout A € T est pi-mesurables, c’est-a-dire satisfait (1) avec pk.

3. Soit 2 C X fixé. Montrer que la famille B des ensembles du type (AN E) U (A"\ E), avec
(A, A") € T?, est une tribu contenant 7 et E.

4. On définit m : B — [0, 00] en posant m((ANE)U (A'\ E)) = p*(ANE) + pu (A" \ E).

Montrer que m est bien définie, et que tout A € B est m-mesurable.
Solution.

1. Puisque p* est une mesure extérieure, elle est sous-additive. Ainsi

i A0 = 1w (U A0 B) = w (A0 B) £ 340 B) = 3 pis(A

neN neN neN neN neN

2. Soit B C X. Alors BNE C X ; puisque A € T, on a (1) avec BN E a la place de B.
Ainsi
pi(B) = (BN E) = g (BN E) N A) + 5 (BN E) \ A)
= (BNA)NE)+p (B\A)NE) = pp(BNA)+ pp(B\ A).
3. SiAeT CT,alors A= (ANE)U(A\E), et A € B. Ainsi T C B. De plus, (X,0) € T2,

et
E=(XNE)UD\E)eB

Si (A, A) e T? alors (X\A,X\A)eT? et
XN[ANE)UAN\E)] = (X\NANE)U(X\A)\E)eB

Si (An, A)) € T pour n € N, alors (U, ey An, Upen Ay) € T2, et

U nB)u@,\E)=((|JA)nE)u((|JA)\E) €

neN neN neN



4. Soient (A, A)eT?et B=(ANE)U(A\E). Alors ANE=BNEet A\ E=B\E.
Ainsi
m(B) = p (ANE) + p"(A'\ E) = p"(BNE) + p'(B\ E)

ne dépend pas du choix de (A, A"). De plus, pour C' C X, on a d’apres 2.

m(C) = p (CNE)+ p (C\ E) = up(C) + 1 5(C)
= pp(CNA) +pp(C\A) + pi g (CNA) + i s(C\ A)
= p(C'N B) 4+ pp(C\ B) + 1\ g(C' N B) + i\ 5(C'\ B)
= m(C N B)+m(C\ B).

Question 2. Soient A la mesure de Lebesgue, 0, la mesure de Dirac concentré au point x
(c’est-a-dire §,(A) =1siz € A, et 6,(A) = 0 sinon), et u = d; + 203. On note v = A ® u et

Y

f(z,y) = e

1. Le théoréme de Fubini, est-il applicable & la fonction f et la mesure v sur R?? (Justifier
la réponse.)

2. Calculer I'intégrale
flz,y)dv.

RQ
Solution.

1. D’apres le théoreme de Fubini-Tonelli pour les fonctions mesurables positives,

/R2 |f’dV:/R/R|f|dM(y)d)\(a?)=/R\f(:c,l)jLQf(x’Q)‘d)\(x):

1 2
~ 2 dA
/R(:c2+12+1+ :c2+22+1) (@)

1 x 4 P 1 4
= | —=arctan — + ——=arctan —| = (—&=+ —=)7 < 0.
2 V5

V2 V2 V5 V5

Ainsi f est v-intégrable, et le théoreme de Fubini s’applique.
2. Il donne

s [ [rauman@ = [ )+ 25 2) a0 = (55 +

|oo

)
—).

V5
Question 3. Soit 0 < a < 1 un nombre. Soit (1, : n > 0) une suite de points distincts dans
I'intervalle [0, 1]. On considere la fonction ® : [0, 1] — [0, oo] définie par

1
D(z) = —_— avec la convention que — = o0.
( ) Z 712‘512' _ rn‘a q 0

n>0

1. Montrer que pour r € [0, 1], la fonction |z — r|~® est Lebesgue intégrable sur U'intervalle

[0, 1], et qu’il existe une constante C' > 0 telle que

/01 L _d@<c

|z — r|~

pour tout r € [0, 1].



2. En déduire que
1
/ O(z) dA\(z) < oo.
0

3. En déduire que ®(z) < oo pour A-presque tout x.

4. Montrer que pour tout n > 0 on a lim,_,, ®(z) = occ.
Solution.

1. La fonction f est continue sur [0,1] \ {r}. Si 0 < e < r, alors

r—e 1 _ l1—a l-a _ 1-« 1
/ A= [ (r—x) I = r € <
0

|z —r|® -« l—-a ~“1-a

Si0<e<1—r,alors

1 _ )l _ p\l—a _ -«
/ ! ooy oo 1
e |T— 1] l—« l—« l—«

Ainsi fol |z —7r|7*d\ < %, et on peut prendre C' = 2.

11—«

2. Comme intégration et sommation commutent pour les fonctions positives mesurables,

! ! |z —r|~® 1! w 1 C,
Px)dr= | Y A=) = [ fz—r[*AA<C) = =—n’ <.
0 0 n n* J, n 6

n>0 n>0 n>0

3. Pour toute fonction mesurable positive f (ou Lebesgue inégrable), [ f < oo implique
f < oo presque partout. Comme & est mesurable positive, on a & < oo A\-presque partout.

4. Pour n > 0 on a lim,_,, ®(z) > lim,_,,, m = 00.

Question 4. Supposons que f : RZ% — R=% est une fonction non-negative et Borel mesurable
satisfaisant a la condition

/]R>0 e f(t) dA(t) < oo. (C)

On étudie la fonction Jy :] — 0o, 1] — [0, 00| définie par I'intégrale de Lebesgue

Jy(x) = /R eI

1. Montrer les faits suivants :
(a) La fonction Jy est a valeurs finies et continue sur l'intervalle | — oo, 1].

(b) Pour tout nombre donné § > 0, il existe une constante Cs > 0 dépendante de ¢ telle
que pour tout t > 0
t+ t2 S Cgeat.
En déduire (¢ + t?)e* < Cse! pour tout x <1 —4 et t > 0.

(c) La fonction J; est deux fois dérivable dans l'intervalle | — oo, 1[, et Ji(z) > 0 et
Ji(z) > 0 pour tout z < 1.

2. Considérons dans la suite le cas particulier ou

(a) Montrer que h vérifie la condition (C).
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(b) Montrer que la fonction J, satisfait a ’équation différentielle

1
1—z

Ty (@) + Jn(z) =

Solution.

1. (a) Pour x <1lett>0onae™ <e'. Par monotonie de I'intégrale,

Je(x) = /Rzo e™ f(t)dA(t) < /etf(t) d\(t) < 0.

De plus, |e” f(t)] < e'f(t) pour tout x < 1, la premiere fonction est continue en x
et la deuxieme est intégrable en t. Donc J¢(x) est continue.

(b) Soit Cs = max{§~',2672} > 0. Alors pour t > 0 on a

056& t + t2)

n>0

Pourt > 0on a
(t+t2)6xt§ (t+t2) (1— 5)t<066t61 —0)t 066

(¢) Pour tout 6 >0, tout z <1—3Jett>0ona

0

0= 4 (e F(1)) = 1" (1) < Cse' {1

et

0< L (e 1)) = et £10) < Coe' ()

Comme les dérivées sont positives et bornées par une fonction intégrable pour x <
1 — 6, on peut dériver sous l'intégrale. Ainsi

0

Ha) = [ grletsoian = [ et ann =0

s = [ emae = [ etioan 2o

L’énoncé en découle.

—t
tht) dA(1) = t_© d)\t:/ (8 = Taretan 1 = ™
/Rzoe (1) dA(?) /Rzoel‘l'tz (t) R>01+t2 (t) = [arctan ¢]] 5

(b) Pour 6 >0etz<1—0ona
" 2wt e
Ji( Jn( t“e” T——dA(t
h + h /R>0 <) /R>oe 14 ¢2 (>

(z—1)t 6(3:—1)15 o0 1
/ e ) = _
R>0 + t r—1], 11—z




