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O eNncore ‘squ.é 5((’1- ) Co,v) = Max (d(xu) dly,v)
el La dx)'ol-t;- //w‘am:l- «miv? 3()&)(:) . )

l dlx,y)-dlyv|=28 (Cx,4), (0, 0Y)-
L'uncfaame colitasild de €'ajpticoliin (z,4) —>dlxy)
en decoule cmme'dialamenl .

4:3.8 3. doenl CX,d) JC};S) deuks eopacso meluques ef~
%> 0. On dith qu'une apbicalion (: X—Y eb
£- Lipschitzieme < clle verifie :
S ( §ox), S—fgl) =Rd (;r,v)
ciue& que 4otenl xeX ef ge)( . Une a.”-&'ca.&'bu # -
%Pseﬂ.tl'z{we. esl” o forlidid wnajoumement conlidue.
an exemple, €afplialbidn (Xy) I—>A(xy) conmmderen
en 2.3.8 2 esr2- ﬁép-odli‘fm‘eme.- En new:mcﬁe) fefGt”-&'Caﬁ'én
oc 5% n et - EpedkiFaienne un amcen R 0, car
banclalion  Rx+hYRI £ RIR] qour tul Re R
cmplague 2+l €k towr bowh e R, ce qus
eoFabsuwrde.
Le Leotern ve'm‘?\‘ma. sans jexne, en whtianr €e
EReoneme des accuivements ﬁc‘m‘a) Gue towld fonclion
5 R —m IR dewvmble el adeures bBoznee edf ﬁ-upc&'!-ame
4ouwn wn cenladn R>0.

R.3.9- Homeomorphismes

2.3.9.1. Soienl X e )Y dewx eopacce fvpa&:gaw% Ume
Sonclion g 1 XY eobajpeles un &mebmo};p“afm_& Ac
ele cob” &J‘ccﬁw el & 5 eb £ qonk Condipuues.

WL XY erun %_mé\?mo"f’&‘“"&) 'QM Crrerts
Ae Y qont exa clament €eo Cm ceged - £ Aed
ownes de X, comme on €e veufre asicmenl. L’alf&c‘.ﬂ.&q
f fermel Sunc B’r.'?e;nﬁ-'fnm X ey comme eopacesd
Copotsgiques .

<:3:9:& - Une foncion ¢: XY qeul Sha conlitue of
&a‘edﬂe y Aand que Ada NewWp togue f‘i Aok conkli Aue |
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Conm dervons tan exe.m,,oée. oo eopPaces m éla Gucs
X=IR , muni de €a deshamce 5(‘:»(,5):{ v xy
O I:g

et VY= IR) manse Qe o 3cslanmce d.f:t,a):: l.:x:-—al.

Comme on €e veuhe adement. Nolmeo g:.‘d: X->Y
-eb.”-ecmu'?m Cdenligue de IR danrs R . ?'abf‘ wune
Jeclion qua’ eob condinue, maxs Bont £7cApeise
W gof'PaA condidue . En &ffel (J= [Q’l] eo F wn cural

de K) m oS
£7C0)=0
m ‘el pas un ocwert de X.

2.3.9.3. Daux edpaces bopclogeques X eEY 4ot il

w < '€ eﬁﬁ(ﬁ‘ un homegmorphiime

£ XY wugue deux Loaces bf;:i""a"‘v*“ mw"
Homeomoiphes , tonda - "e';'!‘l" top-clogiane yraie
fouwnr E'u,?-eaof-)uam‘e. ,fﬁj;.fhe auhz . On-ﬁur &Jﬂ:: ..
Qs idenbilier comme espacss toplogiques, c ot d
re beo convundenresr comme deuvx ) Fsenouds Bun
méme ehe t:aPo-eas.-e“q,ue- Pan exern.f:fe) £a M‘:’E.—_
namendque adkeree eol h,gme:aumf-ﬂg. a £ 'chkravaide
['% )Zz_t_:_'] De méme, pour La f.‘oPoﬁaac‘e. r.h?&'(ifan.
celle Ao ﬂ?i £es Lelhes suivartes 4o das egpaced

CUPOEO@A‘C;LL&A ‘ptmng'max?&tgm:
CIJLLMNSUVWZ

De meme » feo espacesd

EFTY

aont Komeomowphes emhe ewx  mais Tm‘g-ovrveamm}uﬂ“
anx eqoaced de’ €a -&‘ane. »f’z&'ce'd)mﬁ.

2.4. APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES

Foun efiudien £a codi ez ~ plune a.ﬂia.‘c.mt'ibn
benere T:E >F 2wn copace nowme” B dans
wn eopace neimé F) on ckebde e vilhe're 4wivant .

P



2HA- PPoPos:'h'Qn. Smem_f._?_ E,F deux espacco no2mes
et T: E—>F une ajticalion &reare Les condulions
duvanles sonk equavalentes :
() T el conbnune
i T
() ToonF comiise”em. O
(i) TE ecise wne comtanle CZo Lelle que £ on
mm.w-. S— = - -

B

Il Tex)l < C el qu%_que acnt mE)

43 I_@____eaﬂ@. wn Vo‘i&'na.a e Vde O eFr une

il

consbar MzZ0O teds que

S ———————

UTe) | =M que que aot xcV

Démonstration  (¢)=> () - Uewnal. .

() w==p (0V) S T eof conbiiame en q, <€ exunle >0
Lekl que :
el g) =3 I T)-T(Oll £ 1.

Fooono V= 3(0,}) e M= 1. A L V est um
U‘D‘i&'na.aa-e de O "l o &!
xeV == lxeldl<) =2
el (V) eof d.e'mm&’:
(cV) => Cel) Sefpotons qu'fﬁ' exis@  wm vorenoge

V ae O eF wne comhane M 20 el que Lon adt:
xeV => NTxINs M.

Saii':p)O Lek que BCO{p]Cv Gn a -
llﬁt-ﬂgy —> I Tx)H <M,

Tl = 1)

Pown llocll:‘p) on a #onc:
T el = M=M ol -
S xe E el non nuk ZC exile he R tel que
x=Ax, avec llx,l=p. On adomc:
U T =UNTC )= IXIUTCepI <M i, i

= Mz l= Mysen, 7
b J

Celle refalitn 10 varade four x = 0, Car
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TO)=C. Pxons Cn_;_f;__o.' Pa tood xe £ on o-
; .

Tl = ¢ Il’&ﬂ

aOu ().
(uc.)-.-f;[c.. SL-I%EE/OYL&:
I T(:r) TON =1l TCr-if |
o Ehypohese (g cmpliqme  que W Tyl < Cllz-yf -
On c:t—a(’tMc. : ) 1 " 3’
W Ta) 16l = Clx-gl,

(€ quu monle CL_: Tet C- L;_Pdcﬁ.-."ZWC TE &'enswdt
Ctu_e,. T eaf condx e 'bdu. ().

La de wmvo&a.&'bn de La ’wfom&bn eot a devee .
o

R4.2- Norme d'une aPplc'cahbn lineaire continve - Sseal

E,F dewx espaccs normes ef notorw LCEF) <entemble
deo aH»&caaB‘rm Cineavrep conlifmey Be & Q-a.m F.

2.4.2.1~ PPOFO&:"IO'T -@CE F) eor um dous- eopace
vectowel e -é’eopace de Coubes €60 oy caliimg
Lineancs e B dano F.
Oemonckaliin. Saent T,Se €CE,F). TL exiG
den conptanbes CZO e D 20 telleo gue:

UTexHli=Cllacl o HSl<DNxl
c?ueﬂ Que 6 e E., Pour toulb A€k, on a:

IQT +S) ) =il ATex) +Scol|
S A T2l + isco)]

S IAIC llxll + Ol

= (lAlc+D) x|,

Qo Lon alcd.t.u"' que AT+Se& éCt:: F). Cead
demondie £a waom&?m

2.4.2 Salt Te CE F) wne (.&ca-acm Lenecnre
Can,&n.u.e de B dareF u m £a wfth-Bn.
zl.f:.f,é’e,;u&‘amcwuf' Cé'ta@nq,ue

éméuf‘
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Tl < C Hlocl] quc’ﬁ que st xekF .
Tl ofengeat que

S Tl = C .
queE) Hxll= 4
On Foae:

Ti= SU.{_) Tl
xe

2.4.2.5- Lemme. Sat TeccEF). Ablon, N T et £a
peo nebile consbania Cz 0 Aellraie €on ail:

UTex)lls Clxll quek gue 40t xe€.

e e B o e 2 T D

Démonshration . Pow touf xels tel que Ixlls i)

o &

Tl =n T,
Pan £e méme umenl a:w neibe que ceben whidve
en 4.1 qoun wier. € cht]oé:nmﬁbm (V) =% (eit), on
€n dt"Ewﬁz‘oque

W< Th-lell poun toet e .

Par aillewns, ot C et une comtanle = O Lcdhs. e s

U Toll < C llxl cqu.ef- que ace DC”E:E)
o en dePuwlh Cmme’d ale mend™ gue:
WTh= 8 WTooll 2 C .
qﬁl.rug_[ - '
(9N a alner demonbie que wﬂl eol La Pf-uo ,-eCIG.
conalaal C 2 QO -tedll que:

UToleC ixh  foun T ”CE-’:f.

7.4.2.4%. pjg_o!,oe:'b;qzt_. L ’a..“.&‘c.a.&"m Ti—e T | eel wmne
nowme owe éreolaau-. éCE,F)

»

On dib que HTR eof €a naame 3%&?:::.[@% (0w La
nolin e Ea[r&laﬁ% Epeanfe caomlanune ) de T

Oemenstration. S NTU=-0, ona:

WTCx))N € Ollxll= O fowr tmf'xcz--E,
argu‘: Tz 0. P touwl Ae ff?/ on a cladrcomest
UATH=IAL UTL Enfen, 4c T, S€ E(E,F) , ona

-
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HET+S)GO =1l Tex) + SGAI| < it TaI +11 8 )i
< Tl Macfl + WS Hxil
S CUTHRNsU)- Uxll
Yol €'on de'dedl, en verlinctu lemme 2.4.2.3, que
UTH+s s W TH+UsSH.

2:4.2.5- Exczmple- St E=£7C IN) «€'agpace dleb dullas
o (X,.,.r,_) ) de nombneo re'eln tetles cure Z '-'{,._l(-pm
mene de €a noume H.x.!l "Z l:g"_l

Pocws, boncts: peu
brimee a=(aqaq, ) de

W bteo rwwels, €a dene
2 A, x, eotabicbument convm.ﬂuﬁ 8o-.c comvergaua.
Trous trut xeE. Pooons :

T ()= 2 a,%,.

nz1 ) .

On d.e.fq.ml‘ alnmn wne 2 wcalion T 2 = ’R, o b
eoldlatriement Enecre.  Cellz a.”.&.cax-fbn ALengane
@ef'cm.tme.) car on a ) pour touwl xe E

af">|=lZ_ QX | € 20 lallx|

=13 nzd
< llal 2l ) = hat fxt,
m=2j
auéona,:m lfall -Su-P la,l. Enc:rufﬁ)
on AZre de fcnea.a-&ﬁ e~ da«{-m que
Tl < < e, -

Monbione que U T, f=lcxll,, . A cet ej}d} on 1—&..-‘:
rfpeer, sans gl degencralite’, que” flall, > 0.
St A>0 tel que X< e,

Tl exy(@ wn
enlice,. nz tel que -('.Onmt“

A< la, | s llall,
St oxce €'CIN) tex que X, = O pouwr (#£m ol
X =4d. Crna:

ll..tl( -I.?:f-.t. D
P Ta0) = [a,a, | =1 a, >A,
b onle que IT I 2IT,x)>A. E

i
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tendre )\ vero Hal, , on en de'digfr que LT 0 = tal,
et Son.c que UT, (= ladf, . 2

4.3 D_('opo.sf'h'on- Soieal I -1

[ e - U, dewwx nvzmes 4un
im espace vectouel | Leg Mj&‘ﬁo Acdvanles 4ot
equivalentes :

Cc) Leo novmen N (i ef .

dond” equavalenles, cleol
a cuhe de foncssent €o méme A0 oo aun &
(c) Tk exis@ Aeo conghantes Li2oelrc, 20
€ellao que Z'on au'h 1—0%7‘01&[,“.&’&5)
‘ )
! xll, = C, I ), e{-_ xf = c

OCemonvbhialion - La concteclivn (<) e'quvact @ dune
Gue £ea a{f&‘ca.f.t“mo

e (E, - U1,) —»CEMN,) eb
A CE, I 0) —>CE, N 1y)
w ComdT unes . Draf\.go €a propomlitn 2-4-1, c et
Equuivalent & € ecrstence de condbantesd C,Z0elr ¢, z0
Telhen quue €on ach :

NG, S C facl, et

¢

C “dl, s ¢, o,
2 o ee&fm‘wzﬁe’!ce de ()er(ed). -

2.4 4. Exemr)lc. Sur €'eo

frace vechuel F - C(Tael,IR)
ded fometitne te'elles conliiues dun [a,6], £eo nenmea

b
uguﬁj ISedt e UGy = Sup Ife]
o

astsb

e 4ot 4as equivalentes. En effel 4 ces notmes
efatenl e,?:rw.‘mﬂenreé) <€ exwsbrail wune constanle CZ 0O
Letde que €on ol :

ISI, =C101, foun touts £€ CClapl, IR).
Commdeone €a ol (£,

51y -+ ) oo fumelmo
de C(ClLabliR) dour

fe ?fza.Pﬁa eal _f—t'g.uu.’ L ~cAd otboug .



E

On a: "§_,,",,,=“ S "f,."f % , ef ba relaliim

BE U, sCHg | inpliaue

n = C —f-omtowng,-1) ce quu eol”
2

=

absw de. Leo rames - 0 er i i, ne dont dnc fao
equvalentes. Obseuwme 4.::.: que .£.o~ 1elolion
b
g, = g gl de £ Co-a)lg,,

memdie que 'ea.fr&ta.ffbn. Leneanre

ad: (B I-U,) —>CENI,)
eor contriue. pm comequent , Coul owmb—foun.
Lo navme |l - IL, eol wn Ouvelt froun Lo roame I, -

2H4.S- Pf‘opo&fh‘on - Saen E wn eofrace naeme’ ek
P.E >R une e Leneavre dunr E. Les
condilione swvantes svond” eguivalentes
(<) CP eol wﬂ.ﬁ.n.u.e..)

() Ken ¥ e,ol“fyefzme

Demonshalon (=5 (&) 8 & at conlrirue,
kKen@= (fTl(O) eof ferme en verln de £a ’/a.ofamlfén 2.3.2.
(ic) = (c) . Seppotoms que H:lfe;ch’ scit feame et
monhons que & eof conliiue. ,.@J—/uqf-mm. dang
Tels degeneralte’, que P# 0. St g gdH wn
ok fdzque ‘I’(x.,) =1. Comme é’aﬂ.&mﬁm X P X+
eofF wumn Aome” omoaphieme 8¢ F sun Lud- méme ot

<€ hyperplan affine X+ H e-of‘fmg, e O X+H
4:64?&3%& 270 Ak que £on ach: # ey

-
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el < 2 —> X a¢H = @)% 1.
Menbions qgue €ona Wﬁehh'menb:
ixllsr —» [ = 1.
Seefporons fan Cakbswrda qu';'i exe8le xe E tel que
lacllsr et 1@ >1 Praons X=X~ ;, ona:
=0l < = e o precéda montie
T ol = gt <7 e A P v
Pl y# 1, co qud aoF abswede fustsqme )= CP_Q,;: 1.
Aclnn',on a monka’ quae. : e

HxlUsze = €M) < 4)
dou Lo contirads de € en vorlia do o proporizin 241,

]
M- 21 wne forme beneatre P, E = I
-n'%f‘Pao confarue alos Ken P et dense dano E..

En effel, 'adherence kKer @ den m&wﬂl"—c? esl”
encole wn 40Us - CApAce vechouel , G corndiend Ken P,
Comme @ m'aof"f)a.o wm&?\ue) Kern@=£ O e donec

; ! il = .
Ken (W eofF con m-wfacc A2 codamentron -1 Bans =
Tl »'enset qQue L'omn o -

lcer @ = ken @ ou Ker - E .

Comme W n'elF pao conke rue Ken®@ m 'est mf%m.n.’
( pugpomnion 2.4.5), el donc IKer@=kera?. Gn o
ponc KerW-£€, w qu monie gue L2 noyau
de @ el um aocwo- egpace denoce dans £ . Nazo
vemono < -d eAdousd qu-e) #1 E eol de olemeston fr.'tu'eJ
toule (oune ncavie sun E el automalbguement
anlihae. S¢ FE eolF de damensnon (,'nfc'me‘e) wne

e bneavre sar £ n'eof pas awfomalauement
conli nue . Poun wme Jowme bene'ane @.C -3 (R
non conle hece 5 On Re mefKera Se La aaP<--1e”mJ‘o.&5n,

ocﬁehaﬂzz,ue. e ~oun rwbta-u. UL moen de £a
Sigune wsnede .

/ —— Sous-cspace

svpplémentame
dJPdf'm’l ‘
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ur me rend. comple de la dens(n” de ken
'%pace &Ouz en.CZEﬂ,.P ¥ dane

2.‘(‘.‘2611. Prszosr'h‘cpn. Touwlz a.([.&&a:ﬂ&u. ineceira e lRMda.n_o
eol conlinme.

Demo nsl“_l'_"g_:u:h_‘_c_;_(]:, Towl a_ﬂ_&ca.&&n Leneanre T IR™ > IR‘F'
Ta‘f s'ecure Acus £o Lfoime

TCx) = (g ex), Glo) e, C€1,(xl) (xe IR™)
od qz :IR™ 5 IR eok wme foume Leneawre wr (”OU{‘
=12 .. ik Fowunr demnmontrer £€a ’Actarm‘ﬁ:?m) <€ Aufft
d&?n{c )ade. monicr qu e toule :Fm_m.e__.&.n.emle &P gurn R™
ol condx nue. E'm;t'vzsm .

(-?(x) = Z Q. ;xt:}

ow feo Qe R f?;;d‘ Leo c.oe.ﬁv.‘c.cea.S de ba frime . Comme
Len a({..&i:aac}m cocdomrees oce—» X, A4ont conlinued,
-éb.u.&‘aaﬁ.o"n CP@O" ol Aune . o

< H.IE Exem,al@ de torme lindaire non wnhinue .
Conmdewny € 'egpace E - C(Clapb] IFZ)J maans de £a
noume ((ff('t:{ l§oldt . Fixons uM.«f.odﬂf“‘ xoe]a,bf,
ef comnderons ‘& ba fome bacaite £ qur E dafenee

foz Wif) = £0x,) ( s€E).
Oa;\naale‘ e;.h.ff‘ éth wm e foz-met (F.q.‘ne.aite C.Iu.a-.l nfeof“f)fw‘
Une WJL;%;? -ccpeeeénr?éﬁ.g %iud?» :Ae e

(1) | @cp)| sScug,.
Mavs oo fonctions 5§ dont Le cana.f-ﬂe eaof‘{-n‘am'
- dervous veufrent ™ @f y_ p of He )= 1
Ce quu conbedeF (1) n n 'y B

=

o %}laf({ degw

; 4_-_;.3__ —
a / LN\ &

Cea p i Tats ;
a ,owwtre e o tTRgf [pao confnme



