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Groupes

I. Un groupe est un ensemble non vide G muni d’une loi de composition interne
*:GxG—G:(x,y)—T*y

qui est associative, & neutre et a réciproques (ou inverses), ce qui signifie
Associative: quels que soient x,y,z € G, (xxy) *z2 =z x (y * 2)

a neutre: il existe un élément e € G tel que x xe = e x x = x quel que soit = € G.

a réciproque: quel que soit x € G il existe un élément 7' € G tel que zxx~ ' =z vz =e.

Le groupe G est dit commutatif ou abélien si x x ' = 2’/ x x quels que soient z,2’ € G.

Exemples importants:

(1) (Z,+). Le neutre est 0 € Z et le réciproque de m € Z est —m € Z.

De méme, (Q,+), (R,+), (C,+).

(2) (Q\ {0}, x). Le neutre est 1 et le réciproque de 2 est 1.

De méme (R \ {0}, x) et (C\ {0}, x).

(3) L’ensemble S(FE) des bijections f : E — E de I'ensemble E, muni de la composition des appli-
cations o. Le neutre est ’application identité idg et le réciproque de f est la bijection réciproque

.

(4) Comme cas particulier de (3), 'ensemble des bijections f : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} muni
de la composition o est appelé le groupe des permutations ou encore le groupe symétrique.
Dans ce cas, on utilise la notation plus courte S, au lieu de S({1,2,...,n}).

Tout élément o € S,, se représente par un tableau

1 2 3 ... n
o(l) o(2) o3) ... o(n)
La composition o s’obtient alors par juxtaposition des tableaux, par exemple pour n = 4, o =

123 4\ , (1 2 3 4

214 3)°7 7 \3 21 a4)cm8
(32 1 4\ (1 23 4\ (123 4
79°90=\4 1 2 3) 3 21 4)7\4 1 2 3

IT. Le cardinal d'un groupe G est appelé son ordre et est souvent noté | G | au lieu de card (G).
Un groupe G est dit fini s’il est d’ordre fini.
Exemples importants de groupes finis:

(1) Le groupe des permutations S,, est d’ordre n!

1



(2) Soit n € N\ {0}. L’ensemble U,, = {z € C, 2™ = 1} des racines n — iémes de I'unité muni de
la multiplication complexe X est un groupe d’ordre n.

(3) L’ensemble Z/nZ = {0,1,...,n — 1} des classes de restes de la division euclidienne par n €
N\ {0,1} est un groupe de loi

a+b=a+b, abeclZ.
Le neutre est 0 et le réciproque de la classe @ est la classe —a.

Table d’un groupe fini:

Soit (G = {xo,x1,...,Zn_1},*) un groupe fini de neutre xy. La table de composition de G est le
tableau a n lignes et n colonnes dont I’élément (i, j) est z;  z;:

* ‘IEO xl ... x] o .. "L‘nil
900|
.%'1‘
!
-’Ez| T; * T
i
$n,1‘

Exemples: Voici la table de multiplication de Uy = {+1, —1}:

x| 1 =1
11 -1
~1l-1 1

27

Voici la table de multiplication de Us = {l,w = e75 ,w?}:

x|1 w w?

11 w w?
wlw w1

Www? 1 w

Voici la table d’addition de Z/4Z:

wl N R o t+
ol ol =l o o
ol wl ol =l
— ol ol ol ol
Lol =l o ol cel

[\



Voici la table de composition du groupe Ss:

olid ¢ ¢ ta tiz ta
id |id ¢ ¢ tia tiz to3

cle ¢ id tiz taz tio
dlcd id ¢ taz tia ti3
tig | tiz tos tiz id ¢ ¢
ti3 | ti3 t1a tes ¢ id

t23|t23 t13 t12 C/ C id

g_(1 23 (1 2 3 , (1 2 3
=11 923) “T\l23 1) “7{3 1 2
b (123 b (123 b (1 23
2=1\2 1 3) "= \3 2 1) B"\1 3 2

Propriété de la table d’un groupe fini:

ou

- Chaque élément d’un groupe fini G figure une et une seule fois dans chaque ligne et chaque
colonne de la table de G -

Démo: On le fait pour les lignes.

Supposons ; xx; = T; *T. On a alors x;l * (i *xj) = x;l * (x; xxp) ou encore, par associativité,
(:L‘;l * X)) KT = (:z:;1 * X;) * . Dol g *x x; = T * xf, 1.e. T; = X

Des lors pour i,j # k on a x; xx; # x; * x;. Il y a donc n éléments distincts de G dans chaque
ligne. Comme G a n éléments, chacun d’entre eux doit figurer une et une seule fois dans chaque
ligne de la table.

Proposition:

- A notation et a permutation des éléments pres, il y a une unique table de groupe d’ordre 2 et
d’ordre 3 et il y a deux tables de groupe d’ordre 4 -

Je ne reprends pas la preuve complete dans ces notes. Pour 2 et 3, voir les exemples Us et Us.
Pour 4, la premiere table est celle de Uy (ou celle de Z/47Z décrite plus haut) et la seconde est celle
de Uy x Uy pour la loi de groupe (u, ') - (v,v") = (wt/, v0").

ITI. Soit G un groupe de loi x et de neutre e € G.
Un sous-groupe K de G est une partie K C G telle que

-Vh,h e K, hxh' € K

-ee K

-YVhe K,h ' e K.

Un sous-groupe K de G est dit distingué si quels que soient h € K et g€ Gona gxhxg™ ! € K.

Exemples de sous-groupes

(1) Q\ {0} est un sous-groupe de C\ {0} muni de x.

(2) L’ensemble U,, des racines n— iemes de I'unité est un sous-groupe de C\ {0} muni de x.

(3) (cf la table plus haut) {id,t;;},7 < j et {id,c,c'} sont des sous-groupes du groupe de permu-
tations Ss.



Sous-groupes de (Z, +):

Proposition: tout sous-groupe K C Z est de la forme
K=dZ2={dl,leZ}

pour un entier d € N.

Démo: cf Amphi.

IV. Soient (G, *) et (G, ") deux groupes de neutres e et €.
Une application f: G — G’ : x +— f(z) est appelée un morphisme si

Yo,y € G, flzxy) = f(z)x f(y).

Propriété: Tout morphisme satisfait f(e) =€’ et f(z~!) = (f(x))~ %
Un morphisme bijectif est appelé un isomorphisme.

Exemples de morphismes:
(1) L’application ‘
f:R—=C\{0}:0— ¢ =cosb+isinb

satisfait o o
FO+0") =00 = e = F(0)£(0).
L’application f est donc un morphisme de (R, +) vers (C\ {0}, x).

(2) L’application
f : U3 — 53

f)y=id, feF)=c, fle3

est un morphisme de (Us, x) vers (S3,0).

Soit f: G — G’ un morphisme. On appelle noyau de f la partie
Kerf={z €@, f(x)=¢}CG
On appelle image de f la partie
Imf={f(z), ze G} C G

Proposition: Un morphisme f : G — G’ est injectif ssi Ker f = {e}.
Démo: supposons f injectif. Par la propriété plus haut, pour tout morphisme on a f(e) =¢’. Par
injectivité, si f(z) =€ = f(e) alors x = e. (Sinon €’ aurait 2 antécédents par f.)

Supposons Ker f = {e}.
Soient x,z’ € G tels que f(x) = f(2’). On a

¢ = (f(2)" ¥ f2) = (f(2)) 7 ¥ fa') = fa™) ¥ f2') = f(a™" *2).
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Des lors, z= '« 2’ € Kerf,ie. 27! a2’ = e ce qui équivaut a 2’ = x.

Propriétés: Ker f est un sous-groupe distingué de G. I'm f est un sous-groupe de G’.



** Ce qui suit n’a pas été traité en Amphi et ne figure donc pas au programme. x*

V. Le théoréme de Lagrange: Soit G un groupe fini et K un sous-groupe de G. Alors I'ordre
de K est un diviseur de I'ordre de G.

Ce théoreme est important en pratique:

Exemples:

(1) Les sous-groupes de S3 sont d’ordre 1,2, 3, 6. Le sous-groupe d’ordre 1 est bien str {id} et celui
d’ordre 6 est Ss lui-méme. Les sous-groupes d’ordre 2 sont les {id, tij},z' < j et le seul sous-groupe
d’ordre 3 est {id, c,c’} (cf plus haut).

(2) Si l'ordre de G est un nombre premier p, les seuls sous-groupes de G sont {e} et G.

La preuve du théoreme de Lagrange est elle aussi importante. Elle utilise la relation d’équivalence

sur GG définie par
aRbsa 'xbe K

dont les classes
a=axK={axh,he K}

s’appellent les classes a gauche.

VI. Sous-groupe engendré par un élément
Soit (G, ) un groupe de neutre e et a un élément de G.
Pour m € N\ {0}, on écrit

a®=e, a"=axax---%a (mfois), a ™= (a"1)".

On a

a¥ xal = a*t!,  quels que soient k.l € Z.

On dit que a € G est d’ordre infini si pour tout m € N\ {0} on a a™ # e.
Si a n’est pas d’ordre infini, on appelle ordre de a le plus petit entier n strictement positif tel
que a™ =e.

Théoreme: L’ensemble
<a>={a", neZ}CG
est un sous-groupe de G dont l'ordre est égal a ’ordre de a.
Un sous-groupe K de G est dit monogeéne s'il existe a € G tel que K =< a >. a est alors appelé
un générateur de K.
Un sous-groupe K monogene et fini est dit cyclique.
Exemples:
(1) L’ensemble 27 des entiers pairs est un sous-groupe monogene de (Z, +) de générateur 2.

2) Le groupe U,, des racines n— iémes de 1 dans C est un groupe cyclique d’ordre n de générateur
27

n .

(
e
(3) e est d’ordre 4 dans Uy et < % >= Uy.
e'™ est d’ordre 2 dans Uy et < e'™ >= {1,€e"" }.

Plus généralement, on appelle sous-groupe engendré par une partie P C G le plus petit sous-
groupe < P >C (G contenant P. < P > est l'intersection de tous les sous-groupes de GG contenant
P. Le cas plus haut correspond & P = {a}.



