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Exercice 1 1. Montrer que Z et QQ sont des groupes pour +.
2. Montrer que (Q \ {0}, x) est un groupe.
3. {2k, k€ Z},+) et ({2k+ 1,k € Z},+) sont-ils des sous-groupes de (Z, +)?
4. Q9 est-il un sous-groupe de (Q\ {0}, x)?

Exercice 2 Soit £ ={1,...,n} et S, I'ensemble des bijections de F dans F.

1. Si on note o l'opération de composition, vérifier que (S, o) est un groupe. Quel
est l'ordre de S,,7

Les éléments de .S, sont appelés des permutations. On note

(213)

la permutation de S3 qui envoie 1 sur 2, 2 sur 1, et 3 sur 3, et de fagcon générale

7= (ot oy o) =5

2. Soient p et p’ les deux permutations de S5 définies par :

(1 5 , (12345
P=1 9 5 ) P=(3 92154

Calculer po p/, p' o p, et I'inverse de p.
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3. On considere les trois permutations de S, suivantes:

(1234 , (1234) ,
TTl2134) 77 \1324)7 7

Calculer r =707 07"

1 2 4
1 2 3

3
4

4. Calculer 7*. En déduire que 7! = 73.
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5. La partie {id, 7, 7% 73} est-elle un sous-groupe de S;?

Exercice 3 *(Signature d’une permutation) Soit £ 'application de S,, dans R définie
par :

o(j) —o(1)
e(o) = H —
oy J—1
1<i<j<n
1. Déterminer I'image de & (on pourra montrer que (¢(0))* = 1).

2. Montrer que € est un morphisme de S,, vers un groupe que 1’on précisera.

Exercice 4 1. Déterminer par leur table tous les groupes a 2, a 3 et a 4 éléments.

2. Ecrire la table d’addition des groupes Z/nZ pour n = 2, 3,4 et la table d’addition
du groupe produit Z /27 x 7Z./27. Que peut-on en conclure?

3. Ecrire la table de la loi o des isométries d’un triangle équilateral.

4. Ecrire la table de composition o du groupe des permutations Ss.

-

L’application f : Z/37Z — S définie par
f0)=id, f1)=m, f(2)=n

est-elle un morphisme de groupes?

5. Soit

— W
N—

DN =
wW DN

Exercice 5 Soient (G, x) et (G', ") deux groupes et soit f un morphisme de groupes
de (G, *) dans (G',+).

1. Si e est I’élément neutre de G et €' est 'élément neutre de G’, montrer que

fle)=¢.
2. Montrer que pour tout z de G, f(z)™' = f(z71).

3. Montrer que I'image f(K) de tout sous-groupe K < G est un sous-groupe de G'.
Que peut-on dire de I'image réciproque f~1(K’) C G d’un sous-groupe K’ < G'?

4. On appelle noyau de f et on note ker(f) 'ensemble {g € G, f(g) = ¢'}. Montrer
que (ker(f),*) est un sous- groupe distingué de G.

5. Montrer que f est injective si et seulement si ker(f) = {e}.
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6. Déterminer le noyau du morphisme
f:Z —Z/nZ 117
7. Déterminer le noyau du morphisme de signature
€:53 >R:0m€(0)
de l'exercice 3.

Exercice 6 Si H et K sont deux sous-groupes d’'un méme groupe G, montrer que
H N K est un sous-groupe de G.

Exercice 7 Montrer que si G est un groupe, la partie
Za:={9 € G, gh=hgVh e G}

est un sous-groupe de G. Est-il distingué? Ce sous-groupe est appelé le centre du

groupe G.

Rappel 1 Si G est un groupe fini et H est un sous-groupe de G, alors I’ ordre de H
divise celui de GG. En particulier, I'ordre d’un élément de G divise le cardinal de G.

Exercice 8 En reprenant la table de composition du groupe de permutations Sj,
déterminer tous ses sous-groupes. Montrer qu’ils sont tous cycliques (i.e. engendrés
par un seul élément).

Exercice 9 On note U, le sous-groupe de (C*, x) dont les éléments sont les racines

n—iemes de 'unité
2mik
{exp( m ), kG{O,l,...,n—l}}
n

1. Montrer que tous les sous-groupes finis de (C*, x), sont de la forme précédente
(On pourra montrer qu'un sous-groupe de cardinal n est contenu dans U, puis
conclure par cardinalité).

2. Montrer que U,; C U, si et seulement si d divise n.

3.* Déduire des deux questions précédentes que le sous-groupe de (C*, x) engendré
271 27

par exp (T) et exp (W) est Uy, ou d est le ppcm de m et de n.
Exercice 10 Soit G un groupe dont l'ordre p est un nombre premier.
1. Montrer que G est cyclique donc commutatif.

2. Montrer qu’il existe un isomorphisme de G sur U, ou U, est défini comme dans
I’exercice qui précede.

Exercice 11 1. Montrer que I'ensemble des éléments de 'anneau (Z/nZ, +, x) qui
sont inversibles (pour x) est un groupe multiplicatif.

2. Faire la liste de ces éléments inversibles lorsque n =5 et n = 6.

3. Trouver I'inverse multiplicatif de 6 dans I'anneau Z/37Z.



