Exercice 1 :
. ) _ 2 . _ 1
On donne 6 un réel tel que : cos(8,) = NG etsin(6,) = =
Calculer le module et I'argument de chacun des nombres complexes suivants (en fonction de 6,) :
a=3i(2+ )4+ 20)(1+i)eth = 21D

(2-0)3i
Correction
lal = 132+ DA +20A 4+ = 13il X 1240l X [4+2il x |1+l

=3x22+12x2% |2+i| x\/m=6(\/m)2><\/§=6x5\/§=30\/§
arg(a) = arg(3i(2 +i)(4+ 201+ i)) = arg(3i) + arg(2 + i) + arg(4 + 2i) + arg(1 + i) + 2k = % +
arg(2+1i) + arg(2(2 + i)) + % + 2km = %ﬂ +arg(2+i)+arg2 +arg(2 +i) + 2k = %ﬂ +2arg(2+1i) +
2km
Soit 6 un argument de 2+ i, cos(8) = \/22;7 = j—g et sin(@) = \/ﬁ = % donc cos(@) = cos (6,) et

sin(@) = sin (6,), on en déduit que 8 = 6, + 2kx
Par suite
arg(a) = %ﬂ + 20, + 2km

4+2)(-1+10) 4 +2i x| =141 _2><|2+i|><,/(—1)2+12_ZX\/gx\/E

bl = =

ol =1 (2 -0)3i | 12 —il x |3il [22 + (=1)% x 3 V5 x 3
22
3

3
arg(bh) = arg(4 + 2i) + arg(—1 +i) —arg(2 — i) —arg(3i) + 2kr = 6, + Tn — (=6, — % + 2km

T
= o + 260 + 2kn

Exercice 2 :

Résoudre les équations suivantes
1°)iz?+(1—=5i)z+6i—2=0
2Y(1+i)z2—B+i)z—6+4i=0
3)(1+2)z2-(9+3i)z—5i+10=0
4°) (14 3i)z> - (6i +2)z+11i—23=0

Correction

1°) A= (1 —5i)% —4i(6i —2) =1—25—10i + 24 + 8i = —2i

Il faut trouver & tel que A = §2

Premiére méthode :

—2i =1—2i—1 = (1-1)? c’est une identité remarquable. Donc §; =1 —ioud, = -1+
Deuxiéme methode

Onpose § = a+ib, & = 62 & ~2i = (a + ih)? & —2i = a* = b + 2iab & {© ~ " =0
On rajoute I’équation |A| = 82| © |-2i| = a? + b? © 2 = a? + b?

a’?—bh?2=0
a’+ b2 =2
’on tire b2 = 1. Les valeurs possibles de a sont +1 et les valeurs possibles de b sont +1, d’aprés 1’équation
2ab = —2 & ab = —1, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe opposé.
Sia=1lalorsh=—-1letd=1—ietsia=—1alorsb=1etd=—1+i.Ce sontbien les mémes solutions

qu’avec la premiére méthode.

Avec le systeme { en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 2 & a? = 1, d’ou



Troisieme méthode

3im 3im
A= —2i=2ez, donc les racines deuxiémes de A sont § =+2e=+ = \/E(cos (%ﬂ) + isin (%”)) =
. 3im
VI(- 242 = 1 piets=—v2es =1-i.
Pour résoudre iz% + (1 — 5i)z + 6i — 2 = 0, on n’a besoin que d’une racine deuxiéme, on prend, par exemple
6=1-1.
Les deux solutions sont :
—(A-5)-(1—-i) -2+46i —1+3i (=1+3i)(-i)
A= 2i T
_—(A-5D)+ 1 —i) 4
2= 2i =2

3+

=2
2°)
A=(—(3+i))2—4(1+i)(—6+4i)=(3+i)2—4(—6+4i—6i—4)=9—1+6i—4(—10—2i)
=8+ 60+ 40 + 8i = 48 + 14i

2 _ K2 —
Onpose § = a+ib, A =82 & 48 + 14i = (a +ib)? & 48 + 14i = a? — b + 2iab & {* bb 2
ap =

On  rajoute  I’équation |A| = |6?%] © |48 + 14i| = a? + b2 © 2|24+ 7i| = a®? + b? © a®? + b? =
2V242 + 72 © a? + b? = 24/576 + 49 © a? + b? = 24/625 = 2 X 25 = 50

a? —b% =48
a’? + b%? =50
d’ou I’on tire b2 = 1. Les valeurs possibles de a sont +7 et les valeurs possibles de b sont +1, d’apres
I’équation 2ab = 14 & ab = 7, on en déduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.
Sia=7alorsh=1etd =7+ietsia=—-7alorsbh=—-1etd =-7—1i

Deuxiéme méthode

A=48+14i=49+2x7i—1=(7+i)*doncs§=7+ioud=—-7—1i.

Troisieme méthode

Avec le systeme { , en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 98 © a? = 49,

2
2 (7 2 _ % _ 4 2
2 _p2 _ a?— (=) =48 a = 48 a* — 49 = 48a
On reprend le systeme {a b*=48 (a) S a? ,  © 7 =
2ab = 14 po? h=1 b=3
a
a*—48a?—-49=0 A2 —484—-49=0 o
o’ o p=? , le discriminant de A* — 484 —49 =0 est A" =48% +4 x
a a
49 = 2500 = 502 donc ses solutions sont A; = 48;50 =—letd,=222-149 4, <0doncil n’y apas de

solution de a? = —1, par contre a? = 49 admet deux solutionsa = -7 eta = 7.
Sia=-7alorsb = % =—letsia=7alorsb = % = 1, on retrouve les mémes solutions.
Les solutions de (1 +i)z? — (3+i)z— 6+ 4i = 0 sont:

B+ —(7+1) 4 2 2(1 i) ,
7 = . =— — == =—1+i
2(14+1) 2(1+1) 1+1i 12 4+ 12
_(3+i)+(7+i)_10+2i_5+i_(5+i)(1—i)_5—5i+i+1_6—4i_3 iy
2T o0+ 20+0) 1+i 12412 12412 2 !

3°)
A=(-(9+ 3i))2 —4(1+ 2i)(—5i + 10) = (3(3 +i)?) — 4(—5i + 10 + 10 + 20i)
=9(9 — 1+ 6i) — 4(—25) = 9(8 + 6i) — 4(20 + 15i) = 72 + 54i — 80 — 60i = —8 — 6i

2 _ W2 — _
Onpose5:a+ib,A:62<:>—8—6i:(a+ib>2<:>_8_6i:a2_b2+2iab<:>{a2 bb —68

ab = —
On rajoute I’équation |A| = [6%| & |-8 — 6i| = a? + b? & a? + b% = \/(—8)2 + (—6)2 & a? + b? =

V64 +36 © a? + b2 =100 = 10




a’ —b?=-8
a’?+b? =10
’on tire b? = 9. Les valeurs possibles de a sont +1 et les valeurs possibles de b sont +3, d’aprés 1’équation
2ab = —6 & ab = —3, on en déduit que ab < 0 et que donc a et b sont de signe oppose.
Sia=1lalorsh=-3etd§=1—-3ietsia=—-1alorsh=3etd =—-1+3i

Deuxieme meéthode

Avec le systeme { , en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a%? = 2 & a? = 1, d’ou

2
2 (-3 2 _ 9% _ _ 4 2
2 _p2 — _ a’—(—) =-8 a =—-8 a*—9=-8a
On reprend le systéme {a b™=-8 (a) , & a? @{
b

2ab = —6 3 p=22
a

a

a*+8a2-9=0 A2484—-9=0 o
p=23 A p=23 , le discriminant de A2 +84—-9=0est A’ =82+4Xx9=100=

a a
10% donc ses solutions sont A; = _82'10 = —9 et 4, = 210

=1, A, <0 donc il n’y a pas de solution de
a? = —9, par contre a®? = 1 admet deux solutionsa = —1eta = 1.
Sia=—-1alorsh = _73 =3etsia=1alorsh = _73 = —1, on retrouve les mémes solutions.

Troisieme méthode

A=—-8—-6i=1—-6i—9=(1—-3i)?doncd=1—-3ietd=—-1+3i

Les solutions de (1 + 2i)z% — (9 + 3i)z—5i + 10 = 0 sont :
_(9+3)-(1-3) 8460 4+3i (4+30)(1-2i) 4-8i+3i+6

= 2(1+20) 21420 1420 12 4 22 10 -t
_(9+3)+(1-3) 10 5 _5(1—2i)_1 5
2T o+ 20 200+20) 1420 12+22 '

4°)
A= (—(6i+2)%)—4(1+3i)(11i —23) = (6i +2)? — 4(11i — 23 — 33 — 69i)

= —36+24i +4 —4(—56 —58i) = —32 + 24i + 224 + 232i = 192 + 256i = 64(3 + 4i)
Si j’ai mis 64 en facteur, ¢’est que maintenant il suffit de trouver une racine deuxiéme de 3 + 4i, ce qui est
beaucoup plus facile que de trouver une racine deuxiéme de 192 + 256i.

2 _ 12 _
OnposeS=a+ib,A=62@3+4i:(a+ib)2<:>3+4i=a2—b2+2iab<:>{a2 bb ;3

ab =
On rajoute I’équation |A| = [62| © |3+ 4i| =a?+ b o a?+ b2 =V32+42 & a? + b2 =+25=5

a?—b2=3
a’+b? =75
’on tire b? = 1. Les valeurs possibles de a sont +2 et les valeurs possibles de b sont +1, d’aprés 1’équation
2ab = 4 & ab = 2, on en deduit que ab > 0 et que donc a et b sont de méme signe.

Sia=2alorsh=1etd =2+ietsia=—-2alorsh=—-1etd =-2—1i

Donc (2 + i)? = 3 + 4i entraine que A = 64(3 + 4i) = 82(2 + )2 = (8(2 + )" = (16 + 8i)?

Deuxiéme méthode

3+4i=4+4i—1=(2+i)?etonretrouve le méme résultat.

Troisiéme méthode

On reprend le systeme

Avec le systeme { en faisant la somme des deux équations, on trouve 2a? = 8 & a? = 4, d’ou

( 2\2 4
2 _p2—3 az—(—) =3 |a*——==3 (a*—-4=3a> (a*-3a>—-4=0
{a— U ed a = a o 2 o 2
2ab = 4 2 2 h=— p==
\ a a
A’ —34A—-4=0
=3 2
b==
a

Les solutionsde A2 —34—4=0sontA; = —1 < 0etA, = 4, donc a? = 4,



Sia=—2alorsb=§=—1eta|or55=—2—i,sia=2alorsb=§=1etal0r36=2+i.

Les solutions de (1 + 3i)z% — (6i + 2)z + 11i — 23 = 0 sont
6i+2—(16+8i) -14-2i -7—-i (7-i)(1-3i) -7+421i—i-3

“ 2(1 + 30) 2(1+30)) 1+3i 12 + 32 10 +al

_6i+2+(1648) 184141 _9+7i (947013 9-27i+7i+21 . .

2T +3) 21430 1431 12432 10 - '
Exercice 3 :

Soitz=+2+V3+iv2—
1°) Calculer z2, puis déterminer le module et un argument de z2, puis écrire z2 sous forme trigonométrique.
2°) En déduire le module et un argument de z.

3°) En deduire cos( ) et sin (12)
Correction

:<\/2+\/_+l\/2 \/_> =2+V3-(2- \/_)+21\/2+\/_\/2 V3

=2\/§+2i\/(2+\/§)(2—\/§)=2\/§+2i\/22—3=2\/§+2i
22] = |(2v3) +22 =VEAx3+4=VI6=4

Si on pose 6 = arg (z2), cos(8) = 2*/— ‘/— etsin(f) === E Ldonc o = %4_ 2k
Autre méthode z2 = 23 + 2i = 4 (‘/2—_+ %1) =,donc @ = g + 2km.

2°) On déduit de la premiére question que |z2| = 4 donc |z|? = 4 et que |z| = 2. Et que les argument possible

de z sont %(§+2kn) =%+kn, k €Z, donc z =2e1z ou z = —2e12. Mais z=+/2+4+V3+iV2—-+3
entraine que le cosinus et le sinus de ses arguments sont positifs, donc z = 2e12
3°) D’apres la question précédente

Ze%z\/2+\/_+1\/2 \/_(:)2<cos(1nz)+lsm(1ﬂ2)>=\/2+\/§+i\/2—\/§
cos (2) vZ+V3

n)+LSln(n) \/2+\/_ \/2 \/_

@COS(12 12
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