Devoir maison 4
Exercice 1:
Soitf: E — F une application, oGardE = CardF
Montrer que les trois propriétés suivantes sonivédgntes

0] f estinjective

(i) f est surjective

(i)  f est bijective
Correction
On poseE = {ey, ey, ..., en} €LF = {fi, f, ..., fn}, €t bien sur tous leg sont distincts ainsi que tous Igs
On rappelle que le fait qyésoit une application entraine qy€&(e,), f (e,), ..., f(en)} € {f1, for ) fr}
On suppose qug est injective, on va montrer gyieest surjective.
On va montrer la contraposeée, c’est-a-dire quevamontrer que §i n’est pas surjective alofsn’est pas
injective.
Soitf; € F et on suppose gu'il n’existe pasgec E tel quef; = f(e;) (f n’est pas surjective)
Donc{f(ey), f(ez), ... f(e)} < {f1, ) fi—1, fix1, -» fu}s Il Yy @n éléments dans le premier ensemble etl
dans le second, donc il exigieetj,, avecj; # j, dans{1,2, ..., n} tels quef(ejl) = f(ej,), ore;, # e;, doncf
n’est pas injective.
On suppose qug est surjective et on va montrer gfiest injective.
On va montrer la contraposeée, c’est-a-dire quevamontrer que §i n’est pas injective alorg n’est pas
surjective.
Sif(e) = f(ej) = u avece; # ¢; alors
{Fle), ... flei),u, f(ei1), -, fej—1), w, f(€j41) o, f(en)} € {f1, for o, [}, l€ premier ensemblera— 1
élements et le secomddonc il existe urf; qui n’a pas d’antécédent, cela montre fjugest pas surjective.
On a montré quéi) < (ii), par définition(iii) = (i) et(iii) = (ii). Si on a(i) alors on ii) et (i) et (ii)
entraine(iii) de méme si on @i) alors on &i) et(i) et (ii) entraine(iii). Ce qui achéve de montrer les trois
équivalences.

Exercice 2 :

On considére I'applicatiofi: N - N définie pour toun € N parf(n) = n?
1°) Existe-t-ilg: N - N telle que f o g = Idy ?

2°) Existe-t-ilh: N - N telle que ho f = Idy ?

Correction

1°) supposons qugexiste,f o g = Idy © Vn €N, f(g(n)) =n e vneN, (g(n))2 =n

Sin n'est pas un carré cela ne marche pas, par exeinple 2, (g(z))2 =2doncg(2) =+V2¢N

Il n'existe pas de fonctiog: N — N telle que f o g = Idy.

2°) supposons queexiste,ho f = Idy © Vn € N, h(f(n)) =n < vneN,h(n?) =n

Les valeursi(p) prennent les valeurs qu’elles veulent sauf lorggast un carré auquel caép) = \/5
donnons une fonctioh qui répond a la question :

Sip # n? alorsh(p) = 0 et sip = n? alors h(p) = \/p = n.

Exercice 3:

On considere un entiar> 3.

1°) Montrer que, quelque soit I'entier les carrés des nombre®tn — x sont congrus modulos

2°) On noteZ/nZ I'ensembl€(0,1, ..., n — 1} des restes modula, etc I'application deZ/nZ dansZ/nZ qui a
un reste associe son carré modul@ette application est-elle injective ? surjective

3°) Dresser la table des carrés modulo 7.



4°) Montrer que I'équation? — 6xy + 2y? = 7003 n’a pas de solution&, y) entiére. (Exprimer le premier
membre comme un carré modulo 7)

Correction

1°) (n —x)? =n? — 2nx + x* = x* [n]

2°) Précisons un péfynZ, sim € Z d'aprés la division euclidienne, il existe un uréccoupleb, r) € Z X

{0,1,...,n — 1} tel quem = bn + r, r est un reste donc un élémentzjaZ.

Soitr € {0,1, ...,n — 1}, ¢(r) est le reste de la division dé parn, doncr? = bn + ¢(r) ce qui équivaut a

r2=c(r) [n] ete(r) €{0,1,...,n — 1}.

Commec(1) =12 [n] =1 [n],onac(n—1) = (n—1)? [n] =12 [n] = c(1) [n]

Puisquec(n — 1) € {0,1,...,n — 1} etc(1) € {0,1,...,n — 1} et quec(n — 1) = ¢(1) [n], 0N a
c(l)=c(n—-1)

Et pourtantl # n — 1, sauf sin = 2, maisn > 3.

Doncc n'est pas injective.

On utilise I'exercice 1¢ n'est pas surjective. Sinon on refait une dématistn semblable.

3°9)

n]o] 1 2 3 4 5 6
n2| 0| 1| 4 |9=21(71]16=2 [7]]| 25=4 [7] | 36=1 [7]

4°)
x2—6xy+2y?=(x—-3y)2—9y2 +2y? = (x —3y)? + 7y? = (x — 3y)? (7]
Et7003 =3 [7], d’aprés le 3°) il n'y a pas de carré qui soitgena 3 modulo 7 donc il n'y a pas de solution.



