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Mathématiques III PMI - Analyse

Feuille d’exercices n° 5

CALCUL DIFFERENTIEL

I. Dérivées directionnelles et classe C!

Exercice 1. Etudier I'existence de la dérivée de la fonction f : (z,y) — zy? suivant

le vecteur v = (1, —2) au point a = (2,1). Déterminer sa valeur si elle existe.

Exercice 2. Soit G : R?® — R? définie par G(z,y,2) = (zsiny,ysinz, z). Justifier
I'existence et calculer div(G), rot(G) et grad o div(G).

Exercice 3. Justifier que les fonctions de R? ou R3 suivantes sont de classe C', et

calculer leur matrices jacobiennes en (z,y) € R? (resp. (z,y, z) € R?) :

filx,y)— e (z+y), g:(x,y,2)— zy+yz+zz, h:(x,y)— (ysinz,cosz).
Exercice 4. Soit f : R? — R la fonction définie par

2

f(x,y>=xf—iy2 pour (z,y) # (0,0) et f(0,0) =0,

Montrer que f admet des dérivées directionnelles dans toutes les directions en (0,0)

mais n’est de classe C! sur aucun ouvert contenant (0,0).

Exercice 5. Soit f : R? — R la fonction définie par

1

1. Montrer que f admet des dérivées partielles en tout point de R? et les calculer.

f(z,y) = xysin ( ) si (z,y) #(0,0) et f(0,0)=0.

2. Montrer que f n’est pas de classe C! sur R2.
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Exercice 6. Soit f:R? — R 'application définie par f(z,y) = 3 + % + %

1. Justifier 'existence et donner le développement limité & lordre 1 de f en (—4, 3).

2. Donner une valeur approchée de f(—4.01,3.01).

Exercice 7. Soit f : (Ry)?> — R définie par f(z,y) = 2z + 5y + 2*(\/y + V).
Déterminer ’ensemble des points olt (1) f est continue; (2) f admet des dérivées
partielles; (3) f est C' sur un ouvert contenant ce point; (4) f admet des dérivées

directionnelles.

II. Fonctions composées

Exercice 8. On considere les fonctions f : R? — R et g : R3 — R? définies par
f(xay) :x2 7y2 et g(x,y,z) - ($+y+2,$*y+2)
1. Expliciter h = fog.

2. Justifier que les fonctions f, g et h sont de classe C' et écrire leurs matrices

jacobiennes (en un point de R? et R3 respectivement).
3. Vérifier 'égalité Jy(z,y,2) = Jr(g(x,y, 2)) x Jy(z,y,2) pour tout (z,y,z) € R3.

4. Ecrire le développement limité de f, g et halordre 1 a l'origine.

Exercice 9. Soit f une fonction définie et de classe C! sur R* x R* telle que :

of

i )_,g 1
oz Y T oy

(.’1?7y) =

V(z,y) € R* x R*,
Y

€ R* x R*, on pose * = rcosf, y = rsinf avec r > 0 et

(r,0) € 10;400[ x (J0;2n[\{£7/2,7}) —
dg

f(rcosf,rsinf). Justifier I'existence et donner ’expression de 8—; et 0
r

Pour (z,y)
0 € 10,2x[\{£7/2,7}. Notons g

Exercice 10. Soit 7 : t — (z(t), y(t)) une courbe paramétrée de R? (une application
d'un intervalle I C R dans R?) de classe C! et telle que v(0) = (1,2), et 7/(0) = (3,4).
Soit f: (x,y) € R% — €. Justifier la dérivabilité de f o~y et calculer (f o~)'(0).



Exercice 11. Soit ¢ : R — R une fonction de classe C!. On définit f : R* x R — R

par f(z,y) = ¢ (Q) Pour tout (z,y) € R* x R, justifier I'existence de la quantité
x

of of
x%(x, y) + ya—y(x, y), et la calculer.

ITI. Dérivées partielles d’ordres supérieurs

Exercice 12. Soit f : R?> — R Dl'application définie par

30— a3
o= A s @ #0.0);
0 si ('Tvy) = (0,0)

1. Montrer que f est de classe C! sur R2.

2. Vérifier que f est de classe C2 sur R?\ {(0,0)}.
2

3. Montrer que f admet des dérivées partielles d’ordre 2 sur R? et calculer et

0% f
0xdy
4. Que peut-on en conclure ?

yOx

en tout point de R2.

Exercice 13. Soit f : R? — R la fonction définie par
2o (L) s 0.
x* sin si
fla,y) = x , 70
0 si x=0.
1. Montrer que f est continue sur R2.
2. Montrer que f possede des dérivées partielles premieres en tout point de R2.

3. La fonction f est-elle de classe C' sur R??
*f ot *f
oxrdy  Oyox
5. Peut-on trouver un ouvert (de R?) contenant (0,0) sur lequel la fonction f de

4. Montrer que

existent a l'origine et les calculer.
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