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Math I

Feuille d’exercices n° 8

REELS ET SUITES

Exercice 1. Soit A une partie non vide de R.
1. Onnote —A={—-ala€ A}.
(a) Montrer que inf A existe si et seulement si sup —A existe et que dans ce cas inf A = —sup —A.
(b) Montrer que sup A existe si et seulement si inf — A existe et que dans ce cas sup A = —inf —A.
2. Soit B C A non vide.
(a) On suppose A majoré. Montrer que B posséde une borne supérieure et que sup B < sup A.

(b) On suppose A minoré. Montrer que B posséde une borne inférieure et que inf B > inf A.

Exercice 2. Déterminer pour les ensembles qui suivent s’ils possédent des bornes supérieure et infé-

rieure. Le cas échéant, donner ces bornes et décider si ce sont également des extrema.
1. [0,1] 2. {(-)"+L|neN*}

3. { sy | mom) e NxN* 1. [0,v2] N Q

Exercice 3.

1. Soit (up)nenN une suite a valeurs dans Z.

Montrer que (u,) converge si et seulement si elle est stationnaire.

2. Soit D C Z un ensemble non vide et majoré. Montrer que D posséde un plus grand élément.

Exercice 4. Soit (u,)pen une suite réelle convergeant vers £ > 0.

Montrer qu’il existe Ny € N tel que Vn € N, N > Ny = u,, > g.

Exercice 5. Soit (u,)nen une suite complexe bornée et (v,)pen convergeant vers une limite ¢ € C.
1. On suppose ¢ = 0. Montrer que (u, v, )neN converge vers 0.

2. Quien est-il si £ #07

Exercice 6. Suites arithmético-géométriques.
Soit (a,b) € R? tel que a # 1 et u(® € R. On définit par récurrence (up)nen telle que : ug = u(® et,
pour tout n € N, up4+1 = auy, +b.

1. Montrer qu’il existe a € R tel que a = aax + .

2. Montrer que la suite (v, )neNn = (Un — @)neN est une suite géométrique.

3. En déduire 'expression de u,, pour tout n € N.

4. Etudier la convergence de (uy). Indication : on distinguera les cas |a| < 1, |a| > 1 et a = —1.

5

. Calculer, pour tout n € N, la somme > ;' uy.



Exercice 7. Soit 4 € R.

1. Montrer qu’il existe deux réels distincts a et b tels que (u2)pen = (a™)nen et (u2)nen = (0" )neN

vérifient, pour tout n € N,

1
Upt2 = =2/ Upy1 — <,u2 - 4> Unp -

2. Montrer que, pour tout (ug,u;) € R?, il existe (Aq, \p) € R? tel que
ugz)\au8+)\bu8 et ulz)\au‘f—l—)\bu’{.

3. Soit (up)neN une suite telle que, pour tout n € N, upi19 = =20 Upi1 — (u2 — %) Uy -
(a) Exprimer, pour tout n € N, u,, a l'aide de (ug, u1,a,b,n).

(b) Etudier la convergence de (uy,).

Exercice 8.

1. Soit (a,b) € (R% )% Montrer qu’il existe un unique ¢ € R tel que
18ab — 3ac—bc = 0

et que, de plus, ¢ > 0.

2. 1l existe donc une unique suite (uy)peN € (R’;)N vérifiant : ug = 1, up = 2 et, pour tout n € N,
18upunt1 — JUpUnt2 — UpyiUpnsa = 0.

(a) Pour tout n € N, on pose v,, = i Veérifier que (vy,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
(b) En déduire une expression explicite de wu,, pour tout n € N.

(c) Discuter la convergence de (uy,).

Exercice 9. On rappelle que N

n
— pour tout @ > 1 et tout « € R, lim — =0;
n—+o0o g™
an
— pour tout a € R, lim — =0;
n—+oo n!

=0.

1 B
— pour tout a > 0 et tout 8 >0, lim (Inn)
n—+oco N

Etudier la convergence des suites suivantes :

L (un) = (n(~1)") 2. (un) = (5530) 3. (n) = (YMnen
4. (up) = (2+ 81“5?3*4)%1\1* 5. (tn) = (N5 )nen 0.1} 6. (un) = (<;i>ff”)n€N*

7 (wn) = (1" + 3) penes



Exercice 10. On considére (uy,),eN la suite définie par ug = 1 et

(n+2)uy,
VneN, upy1 =14+ ——F——- .
n € IN, upi1 + 2(n+1)

1. Calculer uq, us et us.

2. Montrer que : Vn > 2, u, > 2.

3. Montrer que la suite (up)p>4 est décroissante.
4

. En déduire que la suite (uy) converge et déterminer sa limite.

Exercice 11. Irrationalité de e.
n

n
1 1 1
Pour tout n € N* onposeun:Z—etyn: E —
= p! —p!  n.nl

1. Montrer que les suites (uy,) et (v,) convergent vers la méme limite.

2. Posons e = lim wu,. Montrer que e est irrationnel.
n—-+o0o

Exercice 12.
1. Montrer que : Vz € [3,5], 3 <3+ 2 <5.
2. On définit ¢ : [3,5] — [3,5], z— 3+ 2
(a) Déterminer I'ensemble des points fixes de ¢.
(b) Montrer que : Vx € [3,5], |¢(x) —4| < @.
3. On considére la suite (uy,) € [3,5]N" définie par u; = 5 et, pour tout n € N*, u, 41 = 3 + ;n

(a) Montrer que (u,) converge et donner sa limite £.

(b) Déterminer un entier N € N* tel que, pour tout n € N* tel que n > N, w, soit une valeur

approchée de ¢ & 1075 prés.

Exercice 13. On considére f : R = R, 2+ —z(1 — 2?).

1. Montrer que, pour tout (z,y) € R on a: f(x) — f(y) = (x — y)(—=1 + 22 + zy + 3?).
1

1 11
2. En déduire que f| 1,3 est décroissante et que f([— et —3]) [— et ﬁ]
3. Déterminer I’ ensemble des points fixes de f‘ -
f f
4. Soit u® € [~ 7 7] On définit alors par récurrence (uy) € [—%, %]N par ug = u(® et, pour

tout n € N, upy1 = f(up).

(a) Montrer que (uga,) et (u2,+1) sont monotones.

/‘\/\

(b) Montrer que (u,) converge.

5. Montrer que, pour tout 0 < K < 1, il existe (z,y) € [—%, %]2 tel que |f(x) — f(y)| > K|z —y|.

Exercice 14. Soit (a,)n,en+ € (R%)N. Pour tout n € N*, on note f,, la fonction

o R — R
"o o 1= at

1. Montrer que, pour tout n € N*, il existe un unique z,, € Ry tel que f,(x,) = 0.

2. Montrer que la suite (z,,)nen est décroissante.

3. En déduire qu’elle converge.



