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Feuille d’exercices n® 4

TOPOLOGIE-SUITE

1 Topologie (suite)

Exercice 1. Soient E un espace vectoriel normé et (z,,) une suite convergente de E. Montrer que 1’ensemble des

T, est borné.

Exercice 2. Dans un espace vectoriel normé E, montrer que pour z,y € E,

[zl =1yl [ < llz = yll.

En déduire que la norme est une application continue de E vers R.

Exercice 3. Soient K et F' deux parties non vides de R muni d’une norme quelconque.
1. On suppose K compact et F' fermé dans R™. On définit d(K, F) = inf{||k — f||; (k,f) € K x F}. Montrer
qu’il existe a € K et b € F tels que |ja — b|| = d(K, F).
2. Dans R?, en considérant I’hyperbole d’équation xy = 1 et I'axe des abscisses, montrer que le résultat

précédent est en général faux si K est supposé fermé non compact.

Exercice 4. Soit F un espace vectoriel normé. Soient A et B des parties de E. On définit A+ B = {a+b]| (a,b) €
A x B}.

1. Montrer que si A est compact et B fermé dans F alors A + B est fermé dans F.

2. Montrer que si A et B sont compactes alors A + B l'est aussi.

3. Soient A = R x {0} et B = {(z,y) € R? | zy = 1}. Montrer que A et B sont des fermés de R? mais que
A+ B n’en est pas un.

Exercice 5. D’aprés le cours, les compacts de R™ sont les parties fermées et bornées. On va montrer ici que ceci est
faux en dimension non-finie. Soit F = R[X]. Soit || || : £ — R, défini ainsi : pour P = ag+ a1 X +---+asX? € E,
on pose || P = 33§ [a;]-
1. Montrer que || || est une norme sur E.
2. Soit (P,) une suite de E convergente vers P = ag + a1 X + --- + agX?. Notons, pour tout n, P, =
ano+ an 1 X +---+ anyand". Montrer que pour tout k € N, la suite (ay, )n converge vers aj dans R.
3. Notons S = {P € E| |P|| = 1}. Montrer que la suite (X™) est une suite de S et n’admet pas de sous-suite

convergente (dans S). Conclure.



Exercice 6. La "saucisse de Minkowski". Soit A une partie non vide d’un espace métrique (X, d). On pose pour

tout r > 0, B(A,r) ={z € E, d(x,A) < r}. On note aussi, pour tout A C X, et z € X, d(z, A) = inf,ec4 d(z,a).

1. Soit A C X, montrer que pour tout x,y € X,

2. En déduire que pour un sous ensemble A C X fixé, la fonction x € X +— d(z, A) est continue.
3. Montrer que pour tout r > 0, B(A,r) est un ouvert de X.

4. Montrer que

B(A,r) = U B(z,r),

€A
ou B(z,r) est la boule ouverte classique.
5. Montrer que
A= m B(A,r)
r>0

Exercice 7. Soit (X,d) un espace métrique. Soit A une partie de X, on dit que € A est un point isolé s’il
existe r > 0 tel que B(z,r) N A = {x}.

Montrer que si A est sans point isolé alors c’est aussi le cas de A.

Exercice 8. Soient A, B des parties fermées, non vides, et disjointes de ’espace métrique (X, d).
1. Montrer que d(z, A) + d(x, B) > 0 pour tout € X. Si z € X, on pose :

d(z, A)
(z, A) +d(z, B)

f@) =

2. Montrer que f: X — R est continue, et que f(z) =0siz € Aet f(z)=1six € B.

3. En déduire qu’il existe des ouverts U et V' de X tels que :

AcU, BcCcV, Unv=40



