Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre d’automne 2015-2016
Maths III PMI - Analyse

Feuille d’exercices n° 1

INTEGRALES GENERALISEES

I. Rappels : comparaison locale de fonctions

Exercice 1. Soient f, g et h des fonctions réelles de la variable réelle définies sur un voisinage pointé de xg

(avec zg € R ou ¢ infini). Démontrer les assertions suivantes :
1. si g =4, o(h) alors fg =4, o(fh),
2. 81 f ~y, g et h =4, o(f), alors h =4, o(g),
3. 81 f =4, 0(9) et g =5, O(h), alors f =4, o(h).

Exercice 2. Soit f : x — z* 4 cos(x) + L. Pour les fonctions ¢ suivantes, expliquer si 'on a ou non f ~, ¢ :
z +

Lg(x)=a 2.g(x)=22% 3.g(x)=2"+1, 4.g(x)=2"+21

Exercice 3. Vrai ou faux?

1.2~ 0, 2. 2% = o(x® +2%),  3.sin(x) =gz + o(x), 4. 1 =g cos(x) + o(z?)
5.0(f) +o(f) =z, o(f), 6.0(x*)+o0(x) =¢o(x), 7.In(1+2a)—xz=0o0(1).

Exercice 4. Calculer les limites suivantes :

in(2
1. lim 51.n( z)
-0 sin(x)

2. lim 2 !
" 2-0 \sin?(z) 1 —cos(z)/

)

I1. Intégrales généralisées
Exercice 5. Etudier I'intégrabilité des fonctions suivantes sur les domaines considérés et déterminer la valeur de
leur intégrale dans les cas intégrables :

1. £ — e ® sur [0; +oof et 2 — e I#l sur R,

1
2. ¥+ — sur [1;+o0[ et sur ]0; 1], discuter du résultat en fonction de a € R,
x

In(x)

3. x — In(x) sur ]0;1] et © — 3

sur [1; 400

Exercice 6. Les fonctions suivantes sont-elles absolument intégrables sur les intervalles donnés :

In(t)

t1/2

1. t— sur |0; 1],

2. 1+ S sur 10; 400,

Jz

+oo
3. & — 2% te™® sur |0; +oo], pour a > 0 fixé. On note lorsque cela a un sens I'(a) = / z¢ te™® da.
0

Calculer I'(n + 1) pour n € N.



Exercice 7. Démontrer 1’énoncé suivant :

Théoréme : Soit f : [1, +oc[— RT une fonction continue et décroissante. On a alors 1’équivalence suivante :

N—o0

N +00
lim Z f(n) existe = / f(z)dz € RT (ie. f est intégrable
n=1 1

Exercice 8. Intégrales de Bertrand.

Soient «, § € R. On veut étudier la nature de l'intégrale

+o0o 1
——dt.
/e t*(Int)s

(Les intégrales de Riemann sont supposées connues, mais pas les intégrales de Bertrand.)

1. On suppose a > 1.

v
ta(lnt)B
(b) En déduire la convergence de I'intégrale étudiée.

(a) Montrer qu'il existe v € R tel que — 0 quand ¢ tend vers —+oo.

2. On suppose o = 1.
r 1
(a) Soit z > e. Calculer /e ()P de

(b) Déterminer pour quels 5 € R l'intégrale étudiée converge.
3. On suppose enfin o < 1.

(a) Déterminer la limite de 5 lorsque t tend vers +o0.

t*(Int)
(b) En déduire la nature de l'intégrale étudiée.

Exercice 9. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a € R pour que l'intégrale /

i 0
un réel.

Exercice 10. Déterminer la nature des intégrales suivantes :

. /+°° arctan(z)
1

xIn(2 + 22) “
+oo
2. / e*‘/zdt,
0
+oo
3. e~ VIn) q¢,
1
n /1 COSh$572COS$dx,
0 X
. oo asin (1/2?) &
0 In(1+ x)

sur [1; +ool)

+oo :
t —sint
e dt définisse



Exercice 11. Montrer que les intégrales impropres suivantes existent :

1 /+°° sin(y) dy.
0 Y

+oo
2. / sin(z?)dz  (Intégrale de Fresnel)
0

Exercice 12. Démontrer I’énoncé suivant (Critere de Cauchy) :
+oo

Théoréme : Soit f : [1,4o00[— R une fonction continue. Alors l'intégrale impropre / f(x) dz existe si et
1

seulement si pour tout € > 0 il existe R > 1 tel que pour tout a,b > R on a

\[af(x)dx—/lbf(xmx):y/baf<x>dx| <e.

Exercice 13. Démontrer 1’énoncé suivant :

Théoréme : Soit f : [1,4+00[— Ry une fonction continue et intégrable sur [1;4o00[ et soit g : [0, +oo[— R une

—+o0
fonction continue par morceaux. Supposons que |g| < f. Alors l'intégrale généralisée / g(x)dx existe.
1

. . . cors sint L
Exercice 14. Démontrons de deux manieres différentes que t —— —~ n’est pas intégrable sur [1; +oo].
1. (a) Montrer que pour tout ¢t € R, |sint| > sin®¢.

“+o00
cos(2t
(b) Démontrer que l'intégrale / % dt est convergente.
1

int
(¢) En déduire que t — % n’est pas intégrable sur [1; +oo].

2. En utilisant les séries numériques :

(k+1)m
(a) Soit k € N*. Calculer / | sint|de.
km
N . N-1
. . | sin ¢ 2
(b) Soit N € N*. Montrer que /7T — dt > ; G
1
C ontrer que pour tout k € N*, onaln(k+1) —Ink < —.
M k € N* In(k+1) —Ink A
N
P o 1
En déduire la limite de Z z lorsque N — +oo.
k=2

int
(d) Conclure sur la non intégrabilité de t — % sur [1; +o0.



II1. Exercices supplémentaires

Exercice 15.

Vinz
@— Ve

1. Etudier I'intégrabilité sur |1; +o00[ de la fonction f : 2 —s

2. Montrer 'inégalité suivante :

Exercice 16. Etudier I'intégrabilité de la fonction g : ¢ —s In(tht) sur ]0; +ocl.



