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ANALYSE REELLE

Exercice 1. Soit f:R% — R.

En quels points a € R U {+00, —00} la fonction f peut-elle admettre une limite ?
Exercice 2. Etudier I'existence d’une limite en +o0o pour f: R — R, 2+ sin(z).

Exercice 3. Soit zp € R et f: R — R. On suppose
1
Jeg > 0, Vn € N*, 3z, € R, (|x,, — wo] < - et |f(xn) — flxo)| >¢0).

Que peut-on en conclure 7

Exercice 4. Soit (a,b) € R? tel que a < b, g € ]a,b| et f : ]a,b[— R.
On suppose que f est continue en zg et que f(zp) > 0.

Montrer qu’il existe un intervalle ouvert I inclus dans ]a, b[ et contenant xq tel que Va € I, f(z) > 0.

Exercice 5. Etudier la continuité des fonctions suivantes en tout point de leur domaine :

) xE(%) siz>0
1. fl.R+—>R,:c|—>{ 1

)

sinon
1 : *
= Slx €
2.f2:R—>R,xH{‘” . Q )
T sinon

Exercice 6. Soit f:[0,1] — R. Montrer que si f est continue, alors

Ve > 0,36 > 0,¥(z,y) € [0,1]% (Jo —y| <6 = |f(z) - f(y)| <e).

Indication : raisonner par contraposée et introduire des suites.

Exercice 7. Soit E € P(R) tel que
(i) pour tout z € E, il existe € > 0 tel que |z — e,z + ¢[C E;
(ii) pour tout x € E¢, il existe € > 0 tel que |x — e,z + €[C E°.
1. Montrer que ’application

1l sizekFl

xe : R — {0, 1}, xr—>{ 0 sinon

est continue.

2. En déduire que £ = () ou £ = R.



Exercice 8. Soit f:[0,1] — R une application continue.
1. Montrer que, si f([0,1]) C [0, 1], alors f posséde un point fixe.
2. Faire de méme en supposant cette fois que [0,1] C f([0,1]).

Exercice 9. Le but de cet exercice est de déterminer ’ensemble des applications f : R — R continues

qui vérifient la condition

(¥) : Yoy €R? flz+y) = fx)fly).
Soit f vérifiant ().
1. Montrer que : Vn > 2, V(z1,...,z,) € R", f(x1 4+ +2p) = f(z1) -+ fan).
2. Quelles sont les valeurs possibles pour f(0)?

3. On suppose qu’il existe zg € R tel que f(z¢) = 0. Que peut-on dire de f?

On suppose désormais que f ne s’annule pas.

4. Montrer qu'il existe v € R tel que pour tout n € N, f(n) = ™.
5. Montrer que : Yk € Z, f(k) = oF.

6. Montrer que : Vr € Q, f(r) = o".

7. Conclure.

Exercice 10. Soit f: R — R et g: R — R dérivables.

On pose h = min({f, g}), autrement dit h: R — R, 2 — min({f(x), g(x)}).

Soit zg € R tel que f(xo) < g(z0).
1. Montrer qu’il existe £ > 0 tel que, pour tout = €]zg — &,z + €[, h(x) = f(x).
2. En déduire que h est dérivable en xg.

Exercice 11. Soit a € Z. On définit f: R* - R, z+—— % cos (%)
1. A quelle condition sur a, f est-elle prolongeable par continuité en 0 ?
2. A quelle condition ce prolongement est-il dérivable en 0 ?

3. Dans ce cas, la dérivée est-elle continue en 07

Exercice 12. Soit f:[0,1] — R deux fois dérivable telle que f” soit continue.
Soit (a,b) € [0,1]? tel que a # b.
Pour tout (a, 8) € R?, on définit ¢o5: [0,1] = R, x +— a + B(z — a).
1. Montrer qu'il existe (a, ) € R? tels que f(a) = ¢o5(a) et f(b) = dpap(b).
2. Montrer que si g : [0,1] — R est une fonction deux fois dérivables qui s’annule au moins trois fois,
alors ¢” s’annule au moins une fois.
3. Montrer que, pour tout € [0,1] \ {a, b}, il existe 7, tel que f(x) = ¢a,p(x) + V2(x —a)(x —b).

4. Montrer que, pour tout x € [0,1], on a :

[f(z) = (a+ Bz —a)| < [(x—a)(z-D) ;%g?lf"l-



Exercice 13. On pose
AZ{ W (z,y) eR? z#y }

Montrer que A posséde des bornes inférieure et supérieure et les déterminer.

Exercice 14.

1. (a) Montrer que, pour tout > 0,ona:e* —1>x > 0.
Indication : on pourra au choix étudier les variations d’une fonction bien choisie, appliquer le

théoréme des accroissements finis ou écrire e* — 1 comme une intégrale.

(b) En déduire que si > 0 vérifie z(e® — 1) = 22, alors = = 0.

2
oo u
2. On définit (up)neN € (Ri)N par ug = 1 et, pour tout n € N, u,11 = i "_ I
(a) Montrer que (uy) est décroissante.
(b) Montrer que (u,) converge et donner sa limite.
Exercice 15. On s’intéresse a I’équation différentielle
vy () + y(@) = cos(x). (1)

1. Résoudre (1) sur |0, 4o0[ puis sur | — oo, 0].

2. Résoudre (1) sur R.

Exercice 16.

1. Montrer que I'équation (E) : 2lnz —2+2 =0 en x € R}, admet une unique solution sur [2, +o0].

On note a cette solution. Vérifier que de plus a € 5, 6].

2. Afin de déterminer une approximation de a, on introduit la suite (uy)nen définie par ug = 5 et,

pour tout n € N, upy1 = @(uy), ot ¢ : [2,4+00[— [2, 400, x — 2Inz + 2.
(a) i. Démontrer que, pour tout n € N, u,, € [5,6].
ii. Montrer que la suite (u,)neN est croissante.

iii. Montrer que (u,)neNn est convergente et que sa limite est a.

(G2 V)

(b) i. Montrer que, pour tout x € [5,6], |¢/(z)] <

ii. En déduire que, pour tout n € N,

[un+1 —al < ¢ |un —al.

2 n
iii. Démontrer que, pour tout n € N, |u, — a| < <> .

(c) Déterminer un entier n tel que w, soit une valeur approchée de a & 10~3 prés.



