L2 - cursus préparatoire Fiche de cours : ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX

Proposition 1. Soit u € L(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(7). uw*ou=1Idg,
(#1). uou* =1dg,

(ii7). u est bijectif et u=t = Idg.

Définition 1. On appelle endomorphisme orthogonal (ou automorphisme orthogonal) tout endomor-
phisme u € L(E) tel que u* ou = Idg. On note O(E) ’ensemble des endomorphismes orthogonauz
de E.

Proposition 2. Soit B une base orthonormée de E et u € L(E). On a équivalence entre :
(7). u est un endomorphisme orthogonal,

(#4). Matp(u) est une matrice orthogonale.

Proposition 3. L’ensemble (O(E), o) des endomorphismes orthogonaux de E muni de la composi-
tion est un groupe. Plus précisément, O(E) est un sous-groupe du groupe (GL(E),o) des endomor-
phismes inversibles muni de la composition :

(7). Idg € O(E),
(7). Yu,v € O(E), wuowv € O(E),
(iii). Yu € O(E), u~ '€ O(E).
L’ensemble O(E) est appelé le groupe orthogonal de E.

Théoreéme 1. Soit u € L(F). On a équivalence entre :
(7). u est un endomorphisme orthogonal,
(7). u conserve la norme, i.e. Vx € E, |u(z)| = ||z,
(iii). u conserve le produit scalaire, i.e V(x,y) € E?, {(u(x),u(y)) = (z,y),
).

pour toute base orthonormée B = (e1,...,e,) de E, l'image (u(e1),...,u(e,)) de B par u est
une base orthonormée de E (autrement dit u envoie toute base orthonormée de E sur une
base orthonormée de E),

(iv

(v). il existe une base orthonormée B = (e1,...,e,) de E telle que l'image (u(e1),...,u(e,)) de B
par u est une base orthonormée de E (autrement dit u envoie au moins une base orthonormée
de E sur une base orthonormée de E).

Proposition 4. Soit u € L(E) un endomorphisme orthogonal, alors det(u) € {—1;1}.

Corollaire 1. Soit A € O,(R), alors det(A) € {—1;1}.




Définition 2. On appelle isométrie directe ou positive de E tout uw € O(FE) de déterminant 1. On
appelle isométrie indirecte ou négative de E tout w € O(F) de déterminant —1.

Proposition 5. L’ensemble des isométries directes de E, noté SO(E), est un sous-groupe de
(O(FE),0) appelé groupe spécial orthogonal de E. L’ensemble des matrices orthogonales de tailles
n de déterminant 1, noté SO, (R) = {M € O,(R) | det(M) = 1}, est un sous-groupe de (O (R), x)
appelé groupe spécial orthogonal d’ordre n.

Définition 3. Soit H un sous-espace vectoriel de E. On dit que H est un hyperplan de E si
dim(H) = dim(F) — 1.

Lemme 1. Soit H un sous-espace vectoriel de E. On a équivalence entre :
(7). H est un hyperplan de E,
(ii). il existe a € E de mnorme 1 tel que H = (Vect(a))*.

Définition 4. On appelle réflexion (de E) toute symétrie orthogonale par rapport & un hyperplan
H de E. Les réflexions sont des endomorphismes orthogonaux.

Théoréme 2 ((admis)). Tout endomorphisme orthogonal w € O(E) peut s’écrire comme la com-
posée de m réflexions avec m € [0;n] ot n = dim(E).

Proposition 6. Soit u € O(E), alors Sp(u) C {—1;1}.

Corollaire 2. Soit A € O,(R), alors Spr(A) C {—1;1} (ot Spgr(A) désigne 'ensemble des valeurs
propres réelles de A).

Lemme 2. Soit u € O(E). Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F* est aussi
stable par u. De plus, I’endomorphisme induit par v sur F (resp. sur F*), noté up (resp. up. ), est
un endomorphisme orthogonal de F (resp. F+).

Lemme 3. Soit u € L(E) (on rappelle que dim(E) = n € N* ). Alors il existe une droite vectorielle
ou un plan vectoriel de E stable par u, i.e. il existe un sous-espace vectoriel F' de E de dimension
1 ou 2 vérifiant uw(F) C F.
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Pr0p051t10n 7. 502 R) = {M € O3([R) | det(M) = 1} = {Rg | 0 € R} ou l'on a noté
9 = (ZIOI? _C(S)lsn > Le groupe spécial orthogonal d’ordre 2, SO3(R), est un sous-groupe com-

mutatif de (02 (R)

V0,0' € R, Ry x Ry = Rgyor = Ry X Ry.

Proposition 8. O2(R)\SO2(R) = {M € O2(R) | det(M) = —1} = {So | 0 € R} ot l'on a noté
_ (cos(f)  sin(9) insi
~ \sin(f) —cos(9) )’ st

OQ(R):{R0|9€R}U{SQ|0€R}.

Théoréme 3. Soit u € O(E). Il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u
est diagonale par blocs avec des blocs diagonaux de la forme :

0.1 ou o = (Golg) o)) oo e




