L2 - cursus préparatoire Fiche de cours : ENDOMORPHISMES AUTOADJOINTS

Dans tout le chapitre, F désigne un espace euclidien de dimension n € N*.

Proposition 1. Soit A € M, (R). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i). A est inversible et A1 = 1A,
(ii). tAA = 1I,,

(iii). AA=I,.

Définition 1. On dit qu’une matrice A € M,,(R) est orthogonale si "AA = I,,.

Théoreme 1. L’ensemble O,(R) des matrices orthogonales de My (R) est un sous-groupe de
(GL,(R), x), c’est-a-dire

(1) On(R) C GLn(R),
(7). I, € On(R),
(iii). VA,B € O,(R), Ax B € 0,(R) et A~ € O,(R).

Proposition 2. Soit A € M, (R) de colonnes Cy,...,C,, et de lignes L1, ..., L,. On a équivalence
entre :

(). la matrice A est orthogonale,

(7). la famille (C4,...,Cy) est une famille orthonormée de My 1(R) (pour le produit scalaire
canonique),

(39). la famille (L1, ...,Ly,) est une famille orthonormée de M ,(R) (pour le produit scalaire ca-
nonique).

Théoréme 2. Soit B = (e1,...,e,) une base orthonormée de E et F = (e},...,el) une famille

de vecteurs de E. On a équivalence entre :
(7). la famille F est une base orthonormée de E,
(#4). la matrice P = Matg(F) est une matrice orthogonale.

De plus, si tel est le cas, P est la matrice de passage de la base B a la base F et

Matz(B) = 'P.

Définition 2. Soient A, B € M,,(R). On dit que A et B sont orthogonalement semblables s’il existe
P € O,(R) telle que

B ="'PAP.




Proposition 3. Soient A, B € M, (R). On a équivalence entre :
(i). A et B sont orthogonalement semblables,

(ii). A et B représentent le méme endomorphisme de l'espace euclidien E dans deux bases ortho-
normées B et B’ de E.

Théoréme 3 (Théoreme de représentation de Riesz). Pour tout a € E, notons f, = (-, a) Uappli-
cation de E dans R définie par

Ve e E, fu(z)= (z,a).
L’application

F: FE — L(E/R)
a +— fa:<'7a>

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier, pour tout f € L(E,R), il existe un unique
a € FE tel que

Vee E, f(z)=(x,a).

Théoréme 4. Soit u € L(E). Il existe un unique endomorphisme u* € L(E) tel que :

Yo,y € B, (u(z),y) = (z,u"(y)) .-

On appelle cet endomorphisme u* l'adjoint de u.

Proposition 4. Soient uw € L(E) et B = (e1,...,e,) une base orthonormée de E. Notons A =
Matg(u), alors

Matp(u*) = *A.

Proposition 5. Pour tout A € R, pour tous u,v € L(E), on a :

(0). (Au+v)* = u* 40",
(it). (uov) =v*ou*
(1id). (u)" =
X

(iv). siu est bzyectzf, alors u* Uest aussi et (u=1)* = (u*)~1.

Proposition 6. Soit u € L(E), alors

Ker(u*) = Im(u))t et  Im(u*) = (Ker(u))=t.
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Proposition 7. Soit u € L(E). Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors F* est
stable par u*.

Définition 3. On dit qu’un endomorphisme u € L(E) est autoadjoint (ou symétrique) si u* = u,
ce qui équivaut a

Ve,y € B, (u(z),y) = (z,u(y)) .

Proposition 8. Soient u € L(E) et B = (e1,...,e,) une base orthonormée de E. On a équiva-
lence entre :

(7). u est autoadjoint,

(7). la matrice Matg(u) est symétrique.

Corollaire 1. L’ensemble S(E) des endomorphismes symétriques de E est un sous-espace vectoriel
1
de L(E) de dimension %

Proposition 9. Soit p € L(E) un projecteur (i.e. p?> =p). On a équivalence entre :
(7). p est un projecteur orthogonal,

(it). p est autoadjoint.

Lemme 1. Soit A € S,,(R) une matrice symétrique réelle. Le polynéme caractéristique de A est
scindé sur R. Autrement dit, les valeurs propres de A (a priori complexes) sont toutes réelles.

Corollaire 2. Tout endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien non nul admet au moins une
valeur propre réelle.

Lemme 2. Soit u € L(E) autoadjoint. Les sous-espaces propres de u sont deuzx & deuz orthogonauz.

Lemme 3. Soit u € L(E) autoadjoint et F' un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors F+ est
aussi stable par u. De plus, les endomorphismes induits par u sur F et F- sont encore autoadjoints.




Théoréme 5 (Théoréme spectral). Soit u € L(E). On a équivalence entre :
(7). u est autoadjoint,
(ii). E est la somme directe orthogonale des sous-espaces propres de u, i.e.
1
E= @ Ea(u) ot Ex(u) = Ker(u— Adg),
A€ESp(u)

(791). u est diagonalisable dans une base orthonormée, i.e. il existe une base orthonormée B de E
dans laquelle

Matg(u) = avec A\, ..., A, €R.

Théoréme 6. Soit A € M, (R) une matrice carrée réelle. On a équivalence entre :
(i). A€ Sn(R)

(i7). A est orthogonalement semblable ¢ une matrice diagonale, i.e.

3P € 0,(R), 3D € M,(R) diagonale, D = P '*AP ='PAP.

Définition 4. Soit u € L(E) autoadjoint. On dit que u est positif si
Ve e E, (x,u(z))>0.
On dit que u est défini positif si u est positif et
Vee E, (zr,u(z))=0 <= z=0g,
ce qui équivaut aussi a
Ve e E, z#0g, (z,u(x))>0.

On note ST(E) (resp. STT(E)) l'ensemble des endomorphismes de E symétriques positifs (resp.
définis positifs).

Proposition 10. Soit u un endomorphisme autoadjoint de E. On a équivalence entre :
(1). u est positif (resp. défini positif),
(ii). Sp(u) C RY (resp. Sp(u) C R% ).

Définition 5. Soit A € S,,(R) une matrice symétrique réelle. On dit que A est positive si

VX € Mu1(R), XAX >0.
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On dit que A est définie positive si A est positive et
VX € M1 (R), 'XAX =0 < X = Or, 1 (R)
ce qui équivaut aussi a
VX € My 1(R), X #0p,,®), XAX >0.

On note S;F(R) (resp. S;Ft(R)) l'ensemble des matrices symétriques réelles de taille n positives
(resp. définies positives).

Proposition 11. Soit A € S,,(R). On a équivalence entre :
(1). A est positive (resp. définie positive),
(ii). Sp(A) C RT (resp. Sp(A) C R% ).

Proposition 12. Soit v € ST(FE), alors il existe un unique endomorphisme v € ST(E) tel que

’U2:7.L.

Corollaire 3. Pour toute matrice S € S,F(R), il existe une unique matrice A € S;F(R) telle que
S = A2




