Réduction des endomorphismes 3.

Digression sur les polynémes

Soit a,b € K|z]. On dit que b divise a si il existe un polynéme ¢ tel que
a(z) = b(z)(x).

1. Division avec reste. .

Lemme. Soit a,b € Kz]. Il existe un et un seul couple de polynémes
q,r tel que a(x) = b(z)g(x) + r(x) et degré (r) <degré (b).

Racines. Soit b(z) = x — A. Division avec reste donne

a(z) = (x — A)g(z) + r ou 7 est une constante et on a a(A) = r. Donc A
est une racine de a, a(A) = 0 si et seulement si a(x) est divisible par z — A:
a(x) = (z = A)g(z).

Racines multiples. Soit a(z) = (z — \)™¢(x) avec ¢(A) # 0. On, dit
alors que A est une racine de miltiplicité m (ou d’ordre m).

Lemme. ) est une racine de a de miltiplicité m si et seulement si \ est
une racine de miltiplicité m — 1 de la dérivé ao’.

En effet, si a(z) = (x — X\)™q(x) alors

d'(z) = (x = A)""(mg(z) + (z = N)¢'(z)) = (z = X)"'q1(z) et g(A) # 0
si et seulement si g1 () # 0.

Donc la miltiplicité de A est un entier m tel que a(\) = 0, a/(\) = 0,...,
a™m= (X)) =0 et a™(N) £ 0.

Un polynome de degré n est scindé dans K si il admet n racines dans K
en comptant chaque racine avec sa miltiplicité. Autrement dit un polynéme
est scindé dans K si il se décompose en produit de polynomes de degré 1.

Factorisation dans K|[z].

Un polynome est irréductible s’il n’admet pas de diviseur non-constant
de degré strictement inférieur.

Théoréme de factorisation. Tout polynéme de K|[z] se décompose,
de maniere essentiellement unique, en produit des polynémes iréductibles.

Factorisation dans C[z].

Tout polynéme de C|x] est scindé et s’écrit de maniere unique (a 'ordre
de facteurs pres):

a(x) = c(x — A1)...(x — \p,) ou, en rasseblant les facteurs identiques,

a(x) = clx — A1) ..(z — A\p)™ avec A, ..., \p eux & deux distinctes et
mi + ... +mg =n.

Factorisation dans R|x].

Tout polynéome de Rz]| de degré n s’écrit de maniere unique (& l'ordre
de facteurs pres):

a(r) = c(x — A\1).(@ — Ap) (@2 + 112 + 51).. (22 + rgx + 54) avec r? < 4s;
et p+2qg =n.



PGCD. Algorithme d’Euclide.

Soit a,b € K[x].

On divise avec reste : a = ¢1b+r1. Si r; = 0, on s’arréte. Sinon on
recommence avec le couple (b,71) et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on obtient
un reste nul:

a=qb+r,

b= qor1 + 12,

Tn—2 = QqnTn—1+7Tn

Tn—1 = qn+1Tn

Lemme. Le dernier reste non-nul 7, est un pged de a et b: 1, est un
diviseur commun de a et b et tout diviseur commun de a et b divise r,,.

Remarque: en remontant dans ’agorithme d’Euclide on peut calculer les
polynémes u, v € K|[z] tels que r,(z) = u(z)a(z) + v(z)b(z) (le théoreme de
Bézout).

Remarque: le pged est un pged normalisé, c’est a dire de coefficient
dominant égal a 1.

Si on connait la factorisation des polynomes en facteurs irréductibles,
leur pged se calcule en repéchant les facteurs irréductibles communs (& pro-
portionnalité pres) .

Deux polynémes sont premiers entre eux si leur pged est égal a 1
(donc s’ils n’ont pas de diviseurs communs non-constants).

On déduit que deux polynomes sont premiers entre eux si et seulement si
ils n’ont pas de facteurs communs dans leurs factorisations en irréductibles.

Soit a € K|x] scindé. Alors b est premier avec a si et seulement si a et b
n’ont pas de racine commune.

En particulier, deux polynoémes de Clz| sont premiers entre eux si et
seulement si ils n’ont pas de racine commune.

Remarque: soit a = pay et b = pby; p est le pged de a et b si et seulement
si a1 et by sont premiers entre eux.

Théoréme de Bézout. Deux polynémes a,b € Klz| sont premiers
entre eux si et seulement si il existe des polynomes u,v € K[z] tels que
u(z)a(z) +v(z)b(z) = 1.

Corollaire. Soit a,b € R[z]. Le pged de a et b dans R[x] est le méme
que leur pged dans C[z].

Soit a € Klz| scindé, a(z) = (x — A1)™ ...(x — A\p)™*

Alors ' (z) = (2 — A\)™ L (z — \p)™ Lg(x) ot g(N\;) #0,i=1,..., k.
Donc le pged de a et a’ est

plx) = (z— A)™ L (z — M) L



On a a(x)/p(z) = (x — A1)...(x — A\g) - un polynéme qui a les mémes
racines que a(x) mais ”sans multiplicité”.

Pour calculer ce polynéme (qui s’appelle le radical de a(z)) on n’a pas
besoin de connaitre les racines.

Polynémes annulateurs

Les polyndémes annulateurs donnent un moyen de vérifier si un endomor-
phisme est diagonalisable et, de I’autre co6té, de décomposer ’endomorphisme
en blocs invariants.

Soit f un endomorphisme de E et ¢ € K[z]: q(z) = ap+arz + ... +apz”.

On note ¢(f) = apld + arf + ... + ar.f* - un polynéme de f.

Tous les polynomes de f commutent entre eux.

Rappel: kerg(f) est un sous-espace invariant par f (Lemme 2.8).

3.1. Définition. Un polynome ¢ est dit annulateur de f sig(f) = 0.
(on dit aussi que g annule f ou que f annule g).

La relation q(f) = agld + a1 f + ... + apf* = 0 signifie que la famille
(Id, f, f?, ..., f*) est liée dans l'espace des endomorphismes de E.

En dimension finie, il y a toujours des polyndémes annulateurs non-nuls.
En effet, soit dim (E) = n; la suite Id, f, f2, ..., f”2 de n?+1 endomorphismes
est liée parce que la dimension de I’espace des endomorphismes est n?.

Remarque: Si A est une valeur propre de f, alors ¢()\) est une valeur
propre de ¢(f): si f(v) = Av, alors ¢(f)(v) = g(A)v.

Donc si g(f) = 0 et X est une valeur propre de f, alors ¢(\) = 0: chaque
valeur propre de f est une racine de tout polynéme annulateur.

Remarque: si agld+aif+ ... +apf* = 0et ag # 0, alors f est inversible:
flarld + ... + apff¥=1) = —apld, et f~' = —(arld+ ... + apf* 1) /ao.

3.2. Définition. Un polynéme minimal de f est un polynéme annu-
lateur non-nul de degré minimum.

3.3. Proposition. Un polynéme minimal divise tout polynéome annula-
teur.

ee Démonstration. Soit b un polynéme minimal et ¢ un polyndéme an-
nulateur. La division avec reste donne a = ¢b + r, donc r = a — ¢b, donc r
est un polyndme annulateur de degré inférieur a celui de b, donc r = 0. ee

Par conséquent, il y a un seul polynéme minimal unitaire (de coefficient
dominant 1), appelé le polynome minimal; il sera noté my.

Ezxemple: soit f diagonalisable, A1, ..., A\; les valeurs propres de f deux
a deux distinctes. Alors le polynome r(z) = (x — A1)...(x — A\g) annule



f et en fait r(z) est le polynéme minimal de f. A fortiori, le polynéme
caractéristique p¢(z) = (=1)"(x — A1) ...(x — A\g)™ annule f: ps(f) =0.

Remarque: on peut déterminer le radical r(z) = (x — A)...(x — A\g) &

. o by
partir de py sans calculer les valeurs propres: r = j:pgc sy

Le lemme suivant (”lemme des noyaux”) nous permettra de décomposer
FE en somme directe des sous-espaces stables.

3.4. Lemme des noyaux. Soit pq,..., pr des polynomes deux a deux
premiers entre eux et p(z) = p1(z)...px(x). Alors

Ker(p(f)) = Ker(p1(f) P ... D Ker(pi(f))-

ee Démonstration. Soit k = 2. Par le Théoreme de Bézout on peut
trouver deux polynomes ui,us tel que ui(x)pi(x) + ua(x)p2(z) = 1, donc
ur(f)p1(f) +ua(f)p2(f) = Id.

Soit v € E, soit v1 = ua(f)p2(f)v et vo = ur(f)p1(f)v, donc v = vy +vs.
Siv e Ker(pip2(f)),onav, € Ker(pi(f)) et va € Ker(pa(f)). Cela montre
que Ker(p(f)) = Ker(pi(f)) + Ker(pa2(f)).

Si en plus v € Ker(pi(f)) N Ker(p2(f)), alors v1 = 0 et v2 = 0, donc la
somme est directe.

Ensuite on procede par récurrence sur k: si k > 2, on écrit

B(z) = pa(2)..-pi(z). On a p(z) = pr(2)f(x), donc

Ker(p(f)) = Ker(p1(f)) @ Ker(p(f)). Il reste a appliquer ’hypothese
de récurrence au polynéme p(z). ee

Remarque: certains sous-espaces Ker(p;(f)) peuvent étre "nuls”.

En particulier, si p annule f, on a une décomposition de ’espace E en
somme directe de sous-espaces stables: E = Ker(p1(f))@®...D Ker(pk(f)).

Soit k = 2 et p(f) = p1(f)p2(f) = 0. Le projecteur II; sur le sous-espace
Ker(p1(f)) parallelement a Ker(p2(f)) est donné par 111 = ua(f)p2(f) (cela
est vérifié pendant la démonstration du lemme des noyaux).

En général, si p(f) = 0, le projecteur II; sur le sous-espace Ker(p;(f))
parallelement aux autres sous-espaces est donné par la procédure suivante:
on écrit p(x) = p1(x)...pi—1(x)pit1(x)...pk(x). On a p(z) = pi(x)p(x) ce qui
nous ramene au cas k = 2.

3.5. Proposition. Un endomorphisme est diagonalisable si et seule-
ment si il est annulé par un polynome scindé a racines simples.

ee Démonstration. a) Soit f diagonalisable et A, ..., \x les valeurs pro-
pres de f deux a deux distinctes. Alors le polynoéme



r(z) = (x — A1)...(x — A\g) annule f.

b) Soit p(x) = (r—aq)...(r—ag) un polynoéme scindé a racines simples et
p(f) = 0. Soit p;(z) = x—a;; on est dans le cadre du lemme des noyaux, donc
E=FKer(pi(f)B...0 Ker(pr(f)). Mais Ker(p;(f)) = Ker(f — a;Id) est
un espace propre associé & «; (réduit a 0 si «; n’est pas une valeur propre).
Donc F est la somme des sous-espaces propre et f est diagonalisable. ee

Remarque. Soit p(z) = (z — a1)...(x — a) un polyndme scindé a racines
simples et p(f) = 0.

Soit ¢;(x) = (x — ay)...(x — a—1)(x — @jip1)...(x — ).

Le projecteur II; sur le sous-espace propre Ker(f — «;Id) parallelement
aux autres sous-espaces propres est donné par II; = mqi( f).

3.6. Critere de diagonalisabilité. Un endomorphisme est diagonal-
1sable si et seulement si son polynome minimal est scindé a racines simples.

ee Démonstration. Si f est diagonalisable, f est annulé par un polynéme
q scindé a racines simples; le polynome minimal divise ¢ et donc est aussi
scindé a racines simples. Réciproquement, si le polynéme minimal est scindé
a racines simples, la Proposition 3.5 s’applique. ee

Remarque. L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si le
radical du polynome caractéristique r = WM est scindé et annule f.
(Dans ce cas r sera égal, au signe pres, au polynéme minimal de f.)

3.7. Proposition. 1. Les racines du polynéme minimal sont exacte-
ment les valeurs propres.

2. Le polynome minimal est scindé si et seulement si le polynéme car-
actéristique est scindé.

ee Démonstration. 1. Chaque valeur propre est racine de tout polynéme
annulateur. De 'autre coté, soit o une racine de my, donc

mys(x) = (x —a)g(x). Sian’est pas une valeur propre, I’endomorphisme
(f — add) est inversible et donc la relation ms(f) = (f — ald)q(f) = 0
entrainerait ¢(f) = 0 ce qui contredit le fait que ms est minimal.

2. Dans les deux cas, étre scindé dans R est équivalent aux fait que
toutes les valeurs propres sont réelles. ee

3.8. Lemme. L’endomorphisme induit dans un sous-espace stable par
un endomorphisme diagonalisable est diagonalisable.

ee Démonstration. Si f est diagonalisable, alors f est annulé par un
polynoéme ¢ scindé a racines simples; I’endomorphisme induit sera aussi an-



nulé par g et on applique la Proposition 3.5. ee

3.9. Proposition. Deux endomorphismes diagonalisables qui commu-
tent sont diagonalisables simultanément: il existe une base commune de
vecteurs propres.

ee Démonstration. Soit fg = gf. Chaque espace propre E) de f est
stable par g, donc I’endomorphisme induit par g dans £y admet une base de
vecteurs propres; la réunion de telles bases est une base de vecters propres
copmmuns de f et g dans E. ee

3.10. Théoreme (Cayley - Hamilton). Tout endomorphisme f est
annulé par son polynéme caractéristique: ps(f) = 0.
En particuler, le polynome minimal divise le polynome caractéristique.

Ezxemple: soit f un endomorphisme nilpotent; son polynéme caractéristique
est pr(z) = (—=1)"z" (n =dim(E)) et le polynéme minimal est ms(z) = z*,

ol k est I'indice de nilpotence de f.

3.11. Lemme. Soit F la somme directe des sous-espaces stables,

E=FE&.. P L soit f; 'endomorphisme induit dans E;. Alors pour
le polynéme minimal on a

my = ppem(my,, ..., my, ).

ee Démonstration. Un polynome ¢(x) annule f si et seulement si

q(fi) =0,4i=1,...,k, donc si et seulement si ¢ est divisible par tous les
my,. ee
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