
Réduction des endomorphismes 3.
.

Digression sur les polynômes
Soit a, b ∈ K[x]. On dit que b divise a si il existe un polynôme q tel que

a(x) = b(x)q(x).
1. Division avec reste. .
Lemme. Soit a, b ∈ K[x]. Il existe un et un seul couple de polynômes

q, r tel que a(x) = b(x)q(x) + r(x) et degré (r) <degré (b).
Racines. Soit b(x) = x− λ. Division avec reste donne
a(x) = (x− λ)q(x) + r où r est une constante et on a a(λ) = r. Donc λ

est une racine de a, a(λ) = 0 si et seulement si a(x) est divisible par x− λ:
a(x) = (x− λ)q(x).

Racines multiples. Soit a(x) = (x − λ)mq(x) avec q(λ) 6= 0. On, dit
alors que λ est une racine de miltiplicité m (ou d’ordre m).

Lemme. λ est une racine de a de miltiplicité m si et seulement si λ est
une racine de miltiplicité m− 1 de la dérivé a′.

En effet, si a(x) = (x− λ)mq(x) alors
a′(x) = (x−λ)m−1(mq(x)+ (x−λ)q′(x)) = (x−λ)m−1q1(x) et q(λ) 6= 0

si et seulement si q1(λ) 6= 0.
Donc la miltiplicité de λ est un entier m tel que a(λ) = 0, a′(λ) = 0,...,

a(m−1)(λ) = 0 et a(m)(λ) 6= 0.
Un polynôme de degré n est scindé dans K si il admet n racines dans K

en comptant chaque racine avec sa miltiplicité. Autrement dit un polynôme
est scindé dans K si il se décompose en produit de polynômes de degré 1.

Factorisation dans K[x].
Un polynôme est irréductible s’il n’admet pas de diviseur non-constant

de degré strictement inférieur.
Théorème de factorisation. Tout polynôme de K[x] se décompose,

de manière essentiellement unique, en produit des polynômes iréductibles.
Factorisation dans C[x].
Tout polynôme de C[x] est scindé et s’écrit de manière unique (à l’ordre

de facteurs près):
a(x) = c(x− λ1)...(x− λn) ou, en rasseblant les facteurs identiques,
a(x) = c(x − λ1)m1 ...(x − λk)mk avec λ1, ..., λk eux à deux distinctes et

m1 + ... + mk = n.
Factorisation dans R[x].
Tout polynôme de R[x] de degré n s’écrit de manière unique (à l’ordre

de facteurs près):
a(x) = c(x− λ1)...(x− λp)(x2 + r1x + s1)...(x2 + rqx + sq) avec r2

i < 4si

et p + 2q = n.
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PGCD. Algorithme d’Euclide.
Soit a, b ∈ K[x].
On divise avec reste : a = q1b + r1. Si r1 = 0, on s’arrête. Sinon on

recommence avec le couple (b, r1) et ainsi de suite jusqu’à ce qu’on obtient
un reste nul:

a = q1b + r1,
b = q2r1 + r2,
............................
rn−2 = qnrn−1 + rn

rn−1 = qn+1rn

Lemme. Le dernier reste non-nul rn est un pgcd de a et b: rn est un
diviseur commun de a et b et tout diviseur commun de a et b divise rn.

Remarque: en remontant dans l’agorithme d’Euclide on peut calculer les
polynômes u, v ∈ K[x] tels que rn(x) = u(x)a(x)+ v(x)b(x) (le théorème de
Bézout).

Remarque: le pgcd est un pgcd normalisé, c’est à dire de coefficient
dominant égal à 1.

Si on connait la factorisation des polynômes en facteurs irréductibles,
leur pgcd se calcule en repêchant les facteurs irréductibles communs (à pro-
portionnalité près) .

Deux polynômes sont premiers entre eux si leur pgcd est égal à 1
(donc s’ils n’ont pas de diviseurs communs non-constants).

On déduit que deux polynômes sont premiers entre eux si et seulement si
ils n’ont pas de facteurs communs dans leurs factorisations en irréductibles.

Soit a ∈ K[x] scindé. Alors b est premier avec a si et seulement si a et b
n’ont pas de racine commune.

En particulier, deux polynômes de C[x] sont premiers entre eux si et
seulement si ils n’ont pas de racine commune.

Remarque: soit a = pa1 et b = pb1; p est le pgcd de a et b si et seulement
si a1 et b1 sont premiers entre eux.

Théorème de Bézout. Deux polynômes a, b ∈ K[x] sont premiers
entre eux si et seulement si il existe des polynômes u, v ∈ K[x] tels que
u(x)a(x) + v(x)b(x) = 1.

Corollaire. Soit a, b ∈ R[x]. Le pgcd de a et b dans R[x] est le même
que leur pgcd dans C[x].

.
Soit a ∈ K[x] scindé, a(x) = (x− λ1)m1 ...(x− λk)mk

Alors a′(x) = (x− λ1)m1−1...(x− λk)mk−1q(x) où q(λi) 6= 0, i = 1, ..., k.
Donc le pgcd de a et a′ est
p(x) = (x− λ1)m1−1...(x− λk)mk−1.
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On a a(x)/p(x) = (x − λ1)...(x − λk) - un polynôme qui a les mêmes
racines que a(x) mais ”sans multiplicité”.

Pour calculer ce polynôme (qui s’appelle le radical de a(x)) on n’a pas
besoin de connaitre les racines.

.
Polynômes annulateurs

Les polynômes annulateurs donnent un moyen de vérifier si un endomor-
phisme est diagonalisable et, de l’autre côté, de décomposer l’endomorphisme
en blocs invariants.

Soit f un endomorphisme de E et q ∈ K[x]: q(x) = a0 +a1x+ ...+akx
k.

On note q(f) = a0Id + a1f + ... + akf
k - un polynôme de f .

Tous les polynômes de f commutent entre eux.
Rappel: kerq(f) est un sous-espace invariant par f (Lemme 2.8).
3.1. Définition. Un polynôme q est dit annulateur de f si q(f) = 0.

(on dit aussi que q annule f ou que f annule q).
La relation q(f) = a0Id + a1f + ... + akf

k = 0 signifie que la famille
(Id, f, f2, ..., fk) est liée dans l’espace des endomorphismes de E.

En dimension finie, il y a toujours des polynômes annulateurs non-nuls.
En effet, soit dim (E) = n; la suite Id, f, f2, ..., fn2

de n2+1 endomorphismes
est liée parce que la dimension de l’espace des endomorphismes est n2.

Remarque: Si λ est une valeur propre de f , alors q(λ) est une valeur
propre de q(f): si f(v) = λv, alors q(f)(v) = q(λ)v.

Donc si q(f) = 0 et λ est une valeur propre de f , alors q(λ) = 0: chaque
valeur propre de f est une racine de tout polynôme annulateur.

.
Remarque: si a0Id+a1f + ...+akf

k = 0 et a0 6= 0, alors f est inversible:
f(a1Id + ... + akf

k−1) = −a0Id, et f−1 = −(a1Id + ... + akf
k−1)/a0.

.
3.2. Définition. Un polynôme minimal de f est un polynôme annu-

lateur non-nul de degré minimum.
3.3. Proposition. Un polynôme minimal divise tout polynôme annula-

teur.
•• Démonstration. Soit b un polynôme minimal et a un polynôme an-

nulateur. La division avec reste donne a = qb + r, donc r = a − qb, donc r
est un polynôme annulateur de degré inférieur à celui de b, donc r = 0. ••

Par conséquent, il y a un seul polynôme minimal unitaire (de coefficient
dominant 1), appelé le polynôme minimal; il sera noté mf .

Exemple: soit f diagonalisable, λ1, ..., λk les valeurs propres de f deux
à deux distinctes. Alors le polynôme r(x) = (x − λ1)...(x − λk) annule
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f et en fait r(x) est le polynôme minimal de f . A fortiori, le polynôme
caractéristique pf (x) = (−1)n(x− λ1)m1 ...(x− λk)mk annule f : pf (f) = 0.

Remarque: on peut déterminer le radical r(x) = (x − λ1)...(x − λk) à
partir de pf sans calculer les valeurs propres: r = ± pf

pgcd(pf ,p′
f
) .

Le lemme suivant (”lemme des noyaux”) nous permettra de décomposer
E en somme directe des sous-espaces stables.

.
3.4. Lemme des noyaux. Soit p1, ..., pk des polynômes deux à deux

premiers entre eux et p(x) = p1(x)...pk(x). Alors

Ker(p(f)) = Ker(p1(f))
⊕

...
⊕

Ker(pk(f)).

•• Démonstration. Soit k = 2. Par le Théorème de Bézout on peut
trouver deux polynômes u1, u2 tel que u1(x)p1(x) + u2(x)p2(x) = 1, donc
u1(f)p1(f) + u2(f)p2(f) = Id.

Soit v ∈ E, soit v1 = u2(f)p2(f)v et v2 = u1(f)p1(f)v, donc v = v1 + v2.
Si v ∈ Ker(p1p2(f)), on a v1 ∈ Ker(p1(f)) et v2 ∈ Ker(p2(f)). Cela montre
que Ker(p(f)) = Ker(p1(f)) + Ker(p2(f)).

Si en plus v ∈ Ker(p1(f)) ∩Ker(p2(f)), alors v1 = 0 et v2 = 0, donc la
somme est directe.

Ensuite on procède par récurrence sur k: si k > 2, on écrit
p̃(x) = p2(x)...pk(x). On a p(x) = p1(x)p̃(x), donc
Ker(p(f)) = Ker(p1(f))

⊕
Ker(p̃(f)). Il reste à appliquer l’hypothèse

de récurrence au polynôme p̃(x). ••
.
Remarque: certains sous-espaces Ker(pi(f)) peuvent être ”nuls”.
En particulier, si p annule f , on a une décomposition de l’espace E en

somme directe de sous-espaces stables: E = Ker(p1(f))
⊕

...
⊕

Ker(pk(f)).
Soit k = 2 et p(f) = p1(f)p2(f) = 0. Le projecteur Π1 sur le sous-espace

Ker(p1(f)) parallèlement à Ker(p2(f)) est donné par Π1 = u2(f)p2(f) (cela
est vérifié pendant la démonstration du lemme des noyaux).

En général, si p(f) = 0, le projecteur Πi sur le sous-espace Ker(pi(f))
parallèlement aux autres sous-espaces est donné par la procédure suivante:
on écrit p̃(x) = p1(x)...pi−1(x)pi+1(x)...pk(x). On a p(x) = pi(x)p̃(x) ce qui
nous ramène au cas k = 2.

.
3.5. Proposition. Un endomorphisme est diagonalisable si et seule-

ment si il est annulé par un polynôme scindé à racines simples.
•• Démonstration. a) Soit f diagonalisable et λ1, ..., λk les valeurs pro-

pres de f deux à deux distinctes. Alors le polynôme
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r(x) = (x− λ1)...(x− λk) annule f .
b) Soit p(x) = (x−α1)...(x−αk) un polynôme scindé à racines simples et

p(f) = 0. Soit pi(x) = x−αi; on est dans le cadre du lemme des noyaux, donc
E = Ker(p1(f))

⊕
...

⊕
Ker(pk(f)). Mais Ker(pi(f)) = Ker(f − αiId) est

un espace propre associé à αi (réduit à 0 si αi n’est pas une valeur propre).
Donc E est la somme des sous-espaces propre et f est diagonalisable. ••

.
Remarque. Soit p(x) = (x−α1)...(x−αk) un polynôme scindé à racines

simples et p(f) = 0.
Soit qi(x) = (x− α1)...(x− αi−1)(x− αi+1)...(x− αk).
Le projecteur Πi sur le sous-espace propre Ker(f − αiId) parallèlement

aux autres sous-espaces propres est donné par Πi = 1
qi(αi)

qi(f).
.
3.6. Critère de diagonalisabilité. Un endomorphisme est diagonal-

isable si et seulement si son polynôme minimal est scindé à racines simples.
•• Démonstration. Si f est diagonalisable, f est annulé par un polynôme

q scindé à racines simples; le polynôme minimal divise q et donc est aussi
scindé à racines simples. Réciproquement, si le polynôme minimal est scindé
à racines simples, la Proposition 3.5 s’applique. ••

Remarque. L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si le
radical du polynôme caractéristique r = pf

pgcd(pf ,p′
f
) est scindé et annule f .

(Dans ce cas r sera égal, au signe près, au polynôme minimal de f .)
.
3.7. Proposition. 1. Les racines du polynôme minimal sont exacte-

ment les valeurs propres.
2. Le polynôme minimal est scindé si et seulement si le polynôme car-

actéristique est scindé.
•• Démonstration. 1. Chaque valeur propre est racine de tout polynôme

annulateur. De l’autre côté, soit α une racine de mf , donc
mf (x) = (x−α)q(x). Si α n’est pas une valeur propre, l’endomorphisme

(f − αId) est inversible et donc la relation mf (f) = (f − αId)q(f) = 0
entrainerait q(f) = 0 ce qui contredit le fait que mf est minimal.

2. Dans les deux cas, être scindé dans R est équivalent aux fait que
toutes les valeurs propres sont réelles. ••

.
3.8. Lemme. L’endomorphisme induit dans un sous-espace stable par

un endomorphisme diagonalisable est diagonalisable.
•• Démonstration. Si f est diagonalisable, alors f est annulé par un

polynôme q scindé à racines simples; l’endomorphisme induit sera aussi an-
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nulé par q et on applique la Proposition 3.5. ••
3.9. Proposition. Deux endomorphismes diagonalisables qui commu-

tent sont diagonalisables simultanément: il existe une base commune de
vecteurs propres.

•• Démonstration. Soit fg = gf . Chaque espace propre Eλ de f est
stable par g, donc l’endomorphisme induit par g dans Eλ admet une base de
vecteurs propres; la réunion de telles bases est une base de vecters propres
copmmuns de f et g dans E. ••

.
3.10. Théorème (Cayley - Hamilton). Tout endomorphisme f est

annulé par son polynôme caractéristique: pf (f) = 0.
En particuler, le polynôme minimal divise le polynôme caractéristique.
.
Exemple: soit f un endomorphisme nilpotent; son polynôme caractéristique

est pf (x) = (−1)nxn (n =dim(E)) et le polynôme minimal est mf (x) = xk,
où k est l’indice de nilpotence de f .

.
3.11. Lemme. Soit E la somme directe des sous-espaces stables,
E = E1

⊕
...

⊕
Ek; soit fi l’endomorphisme induit dans Ei. Alors pour

le polynôme minimal on a
mf = ppcm(mf1 , ...,mfk

).
•• Démonstration. Un polynôme q(x) annule f si et seulement si
q(fi) = 0, i = 1, ..., k, donc si et seulement si q est divisible par tous les

mfi
. ••
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