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Chapitres 7. Les déterminants

Ce résumé est proche du cours de printemps 2015 de J. Germoni.

Soit K un corps et A € M, (K) une matrice carrée d’ordre n € N \ {0}.

Pour tout couple d’indices (i,j) € {1,...,n}?, on désigne par A;; € M,_;(K) la matrice carrée
d’ordre n — 1 obtenue en supprimant la ligne 7 et la colonne j de A:

a1 e a15—-1 a1541 A1n
A — aj—11 .- Ai—1j-1 Gi—1j41 .- Gi—1n
1]
Qi+11 -+ Qig1j—1 Q41541 - Qitln
an1 e Qpj—1 Anj+1 . Apn

Déterminant: on définit le déterminant
det,, : M,(K) - K
par récurrence sur n € N \ {0} en posant

deti(a) =a, acK

n

detn(A) =Y (=1)'ay;dety_1(Ar), n>2

j=1

Exemples:

L A— (an a12> , A = (ag2), A1 = (ag1).

a1 G22
dety(A) = anrdeti (A1) — aradet; (A12) = ari1a — ai2a21.

@z a1 Q22 G23 21 G23 a21 G22
2. A= | an az ass ,A11=< >,A12=< >,A13=< >

az2 as3 asz1 ass aszir asz
a31 asz ass
d€t3(A) = a1l detg(An) — a12 detz(Alg) + ai13 detQ(Alg)

= all(a22a33 - a32a23) - 012(a21a33 - 6131CL23) + a13(G21a32 - a316122)-

Notation: par la suite, on omet l'indice n, i.e. on écrit det(A) au lieu de det, (A).



3. Les matrices triangulaires et les matrices diagonales

Une matrice A = (a;5) € M, (K) est dite

triangulaire supérieure si a;; = 0 pour tout (7,7) tel que ¢ > j.
triangulaire inférieure si a;; = 0 pour tout (,7) tel que i < j.

1 1 0 1
. R . . 01 10 .
De telles matrices possedent des triangles de zéros: par exemple, A = 00 1 1 est trian-
0 0 0 1
1 0 0 0
. (. 2 0 0 O . P
gulaire supérieure et B = 3 4 5 0 est triangulaire inférieure.
0 6 70

Propriété: le déterminant d’une matrice triangulaire A = (a;;) € M, (K) est le produit de ses
éléments diagonaux:
— n —
det(A) = Hizlaii = a11a22 " Apn-
preuve: on procede par récurrence sur n en traitant séparément les matrices triangulaires inférieures
et supérieures:
C’est vrai pour n = 1.

Soit n > 2. Supposons vrai pour toute matrice triangulaire inférieure d’ordre n — 1 et soit A
triangulaire inférieure d’ordre n. On a

det(A) = (=1) " ay;det(Ary) = arrdet(An),
j=1

car ai; = 0 pour tout j € {2,...n}. Ay s’obtient en supprimant la premiere ligne et la premiere
colonne de A, i.e.

ass 0 -+ 0
Ap =

0

an2 DY “ .. ann

est triangulaire inférieure d’ordre n — 1. Par hypothese de récurrence, on a
det(A) = anH?:Qa“- = H?:laii.
Le cas des matrices triangulaires supérieures est analogue: pour A d’ordre n on a
n
det(A) = andet(Au) + Z(—l)yflaljdet(Alj)
j=2

avec cette fois a1;,j € {2,...,n} non nécessairement nuls.

On observe que les matrices A;; sont triangulaires supérieures d’ordre n — 1. De plus, lorsque
J > 2, le premier élément diagonal de A;; est nul. Par hypothese de récurrence, on a

det(A11) =11} _yai;, det(A;;) =0, pour tout j > 2,
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et det(A) = alldet(All) = H?Zlaii.

Pour rappel, une matrice D = (d;;) € M, (K) est dite diagonale si d;; = 0 pour tout couple (3, j)
tel que i # j. Une telle matrice est visuellement une diagonale

dll 0 0
p=| "

: . . 0

0 - 0 du,

Etant en particulier triangulaire (inf et sup) on a
d€t(D) = H?:ldzz

En particulier det(1,) =1 et det(O) = 0.
Deuz familles utiles (cf chapitre 5):
Les matrices de transvections 1}(3)()\) =1, + )\Ei(;-l) sont triangulaires et det(Ti(;)()\)) =1.

Les matrices de dilatations Dz(n)(a) => E(?) + aEl-(f) sont diagonales et det(DZ(n)(a)) = Q.

J#E ]

Notre définition du déterminant utilise un développement suivant la premiere ligne. Cette définition
implique que si la premieére ligne de A est nulle, alors det(A) = 0. Qu’en est-il des autres lignes?
Propriété: Si une ligne de A € M,,(K) est nulle alors det(A) = 0.

preuve: par récurrence finie sur 'indice ¢ de ligne de A:

C’est vrai par définition lorsque ¢ = 1 pour tout n.

Soit ¢ > 2. On suppose vrai pour toute matrice dont la ¢ — 1 ieme ligne est nulle et tout n. Soit

alors A € M, (K) dont la i—ieme ligne est nulle. On a

n

det(A) = (1) 'ay; det(Ay;).

j=1
Pour j € {1,...n}, laligne i — 1 de A;; est constituée de n — 1 éléments de la ligne ¢ de A; elle est
donc nulle. Par hypothese de récurrence det(A;;) = 0 pour tout j € {1,...,n} et donc det(A) = 0.
On va admettre le résultat qui suit

Théoréme: soit n € N \ {0}. L’application déterminant est I'unique application
A:M,(K) = K

telle que
(i) pour tout (A, B) € M, (K)?, A(AB) = A(A)A(B)
(ii) pour toute matrice diagonale D = (d;;), A(D) = II7_, d;;.

paraphrase: 1'application A — det(A) que nous avons définie satisfait a (i) et (ii) et si une applica-
tion A satisfait a (i) et (ii), alors A = det.



En voici une conséquence immédiate et importante:

Déterminant des inversibles:

(i) Si A est inversible, alors det(A) # 0 et det(A™!) = m.

(ii) Pour toute matrice inversible P € GI,,(K) et tout A € M, (K), on a det(PAP™!) = det(A).

preuve: (i) 1 = det(1,) = det(AA™) = det(A)det(A1).
(ii) det(PAP~Y) = det(P)det(A)det(P~1) = det(P)det(P~1)det(A) = det(A).

L’essentiel du reste du chapitre a pour but de faire la liste des propriétés du déterminant et d’en
extraire des techniques de calcul.

Déterminant et transformations élémentaires:

Si A’ est obtenue de A

(i) en ajoutant a une ligne (resp. & une colonne) de A une combinaison linéaire des autres lignes
(resp. des autres colonnes) de A, alors det(A’) = det(A).

(ii) en multipliant une ligne (resp. une colonne) de A par un scalaire @ € K, alors det(A’) =
adet(A).

(iii) en échangeant deux lignes (resp. deux colonnes) de A, alors det(A") = —det(A).

preuve pour les lignes:

(i) A =T,---T1 A ou les T; sont des matrices de transvections de déterminant 1; d’ott det(A’) =
det(T,---T1A) = det(T)) - - - det(Ty)det(A) = det(A).

(ii)) A" = D;(a)A ou D;(«) est une matrice de dilatation; d’ou det(A’) = det(D;(«))det(A) =
adet(A).

(iii) A’ = P, ;A ou P; j est une matrice de permutation. L’écriture
P j = Di(-1)T; ;(-1)T}:(1)T;,;(—1)

donne det(P; ;) = det(D;(—1)) = —1 et det(A’) = —det(A).
C’est analogue pour les colonnes par multiplication a droite par des matrices de transformations
élémentaires.

Remarque: la propriété (iii) est fondamentale; on dit que le déterminant est alterné. Dans la
présentation classique, le déterminant est défini en déclarant que c’est l'unique application de
M, (K) vers K qui est linéaire en chaque colonne de A, alternée en ces colonnes et vaut 1 sur la
matrice unité .

Transposition

La transposée d'une matrice A = (a;;) € My (K) est la matrice A = (aj;) € M, ,,,(K) définie
par a;; = aj; pour tout (i,j) € {1,... ,m}2.

Autrement dit: la transposée de la matrice A est la matrice LA dont les colonnes sont les lignes de

A.

1 4
1 1 2 3 1 2 1 2
Lt _ t = t =
Ezemples: * (1 1)—<1>, <4 5 6>_ g 2 ) <2 1>_<2 1>’

Propriétés de la transposition: la transposition M,, ,(K) — M, ,(K) : A —' A est une
application linéaire, i.e. pour tout A, B € M,, ,(K) et A € K, on a

A+ B)="A+'"B, '(\A)=\'A.
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De plus, pour tout A € M,, ,(K) et B € M,, ,(K), on a ‘(AB)

=! B'A.

Déterminant de la transposée: pour tout A € M, (K), on a det(*A) = det(A).

preuve: on va mq l'application A : M, (K) — K : A — det(*A) satisfait aux deux conditions du
théoreme (admis) caractérisant le déterminant.

Pour la condition (i), on a

A(AB) = det(*(AB)) =

Pour la condition (ii), si D est diagonale, on a *D = D et des lors A(D)

det(*B'A) =

det(* B)det(*A) = det(*A)det(*B) =

1=

A(A)A(B).
ld“

Par I'unicité dans le théoréme, il vient det(*A) = det(A).

Le résultat qui suit est particulierement utile pour les calculs

Développement du déterminant: Soit A =

- suivant une ligne: quelquesoit l'indice de ligne i € {1,...,

det(A

- suivant une colonne: quelquesoit 'indice de colonne j € {1,...

det(A) =

(aij) S Mn(K)
n}, on a

= Zn:(—l)i+jaijd€t(x4ij).

Jj=1

,n}, on a

Z(—l)i+jaijdet(Aij).
i=1

En particulier le déterminant est linéaire en chaque ligne et en chaque colonne de A.

preuve pour les lignes: pour i = 1, c’est notre définition (observer que (—1)7~! =

(=1)™).

Pour i = 2, posons A’ = Pl(g )A (A’ est obtenue de A en échangeant les lignes et 1 et 2). On sait
que det(A’) = —det(A) et, par définition,

det(A") =

Mais a}; = ag; et Aj; = Azj et on a

n

=2

¥~ 1a’1J det A’ ;.

n

det(A) = —det(A Z t2ag det Agj
71=1
(car (=1)771 = (=1)’*).
Pour 7 > 3, on commence par poser & nouveau A’ = l(n)A (A’ s’obtient en échangeant les lignes

1 et i de A). Dans ’écriture det(A’)
fois A3, = P(nml)1 Pl(g’”Ai]-, d’out

det(A) = —det(A') =

-y,

(—1)i= 1a’1]det(A1]), on a bien a}; = a;; mais cette

n

N Z(—l)j_laijdet(P(nz 11) 1

=1

= (1) ag (1) det (Ay)

j=1

PGV A)
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C’est bien I'énoncé ((—1)1772 = (—1)"7).

Pour obtenir le développement suivant les colonnes, utiliser les lignes pour *A.

Utilisation du déterminant.

Le critere d’inversibilité qui suit est important:

1. Critére d’inversibilité: A € M, (K) est inversible ssi det(A) # 0.
preuve: on sait déjd que I'existence de A~ implique det(A) # 0.

Pour la réciproque on procede par contraposition: supposons A non inversible. Dans ce cas, rang
(A) < n et 'une des colonnes de A, disons Cj, est combinaison linéaire des autres colonnes de A:
Cy =3, A;jCj. Par transformations élémentaires sur les colonnes, on a

Det(A) =det (C, -+ C; -+ Cy)
=det(Cr -+ Cr =3, ,40C - Cy)
0
—det| ¢y - : .,
0
=0

2. Co-matrice et inverse

On appelle co-matrice de A = (a;;) € M, (K) la matrice com(A) = (¢;;) € M, (K) définie par

Cij = (—1)i+jd€t(Aij).

Ezemple: pour A =

— =N
— N
N = =

]

=

o

com(A) = —det(i ;) det(? ;) —det(? })

-1 -1 3

Voici la propriété principale de com(A) (preuve omise ici).
Propriété: pour tout A € M, (K), Atcom(A) = det(A)1,, = tcom(A)A.

En particulier, pour toute matrice inversible A, on a

1

-1 _
AT = det(A)

fcom(A).
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2 11 . 3 -1 -1
Ezemple: pour A= |1 2 1 |,det(A)=4et A1 =1Lcom(A)=1|-1 3 -1
1 1 2 -1 -1 3

Remarque: le calcul de l'inverse de A par la co-matrice est utilisé pour les matrices d’ordre 3, mais
la complexité du calcul de com(A) croit rapidement avec l'ordre n de A.

3. Systéeme de Cramer

Soit A € M,,(K). Le systeme linéaire

T bl
x b

A :2 - :2 (5)
T, by,

est dit de Cramer si A est une matrice inversible. L’unique solution est alors donnée par

I bl
€2 _ 4! by
:'I:TL bn

On dispose aussi de formules explicites (dites de Cramer) pour les composantes z;,1 < i < n, de
cette unique solution.

Ces formules présentent un intérét théorique, toutefois, elles ne sont pas utilisées dans la résolution
concrete des systemes linéaires des que n > 4.

by
ba
Ecrivons A en termes de ses colonnes A= (C; --- C,) et notons B= | .
bn,
Formules de Cramer: les composantes de la solution du systéeme de Cramer (S) sont données
par

x'idet(Cl v Cis1 B Cipyy -+ Cy)
o det(A) ’

ie{l,...,n}.
(Preuve omise ici.)

Calculs de déterminants

Pour calculer un déterminant d’ordre n = 3, on choisit une ligne ou une colonne et on développe.

2 1 1
Ezemple: pour A= 1 2 1 |, en développant suivant la premiere colonne, on a
11 2

det(A)_zdetG §>—det<} ;)—l—det(; })
_oU—1)—(2—1)+(1-2)



Peu importe ici le choix de la ligne ou de la colonne car le calcul est simple.

Par contre, pour les matrices d’ordre n grand, on commence, en se servant de transformations
élémentaires, par faire apparaitre une ligne ou une colonne comportant de nombreux zéros et 1’on
développe ensuite suivant cette ligne ou cette colonne.

Ezxemple: la matrice A du premier exemple se généralise comme suit: soient a et b deux scalaires

et B la matrice

a b

b a
B=|":

b

b

b

b
a

(deux triangles pleins de b et une diagonale de a.) On commence par faire la substitution de

colonne C; + 2?22 C; — C4 pour obtenir

a+(n—1>b b
a+(n—-1)0>b a
det(B) = det : b
a+(n—1)b b

ce qui s’écrit, par linéarité du déterminant en chaque colonne,

det(B) = (a+ (n— 1)b) det

Il suffit alors de faire les substitutions de lignes Lo — Ly + Lo,...

apparaitre une colonne presque nulle:

det(B) = (a+ (n — 1)b) det

1
0

0

1
1

1

b
a—>b

0

0

-t R

b

a—>b

b

0

, L, — Ly — L, pour faire

0
a—>

1l se fait que, dans cet exemple, on a obtenu une matrice triangulaire et

det(B) = (a + (n — 1)b) (a — b)" 1.

Résolution pratique de systémes linéaires

Soit K I'un des corps R, C, Q.



Pour deux entiers naturels m et n avec m < n et A € M,, ,(K), on considere le systeme linéaire

(5)

I bl

x2 bo
Al . =

T bm

de m équations & n inconnues de matrice A.

Sil’on suppose rang (A) = r < min (m, n), on peut toujours a I’aide de transformations élémentaires
sur les lignes et d’une permutation éventuelle des inconnues x1, ..., T,, mettre ce systeme sous la
forme échelonnée en lignes suivante:

o o / / AR
ay @yt ag T +ay Ty o ag,a, = by

/ / / / / !
Qoo L + Qrp 1Ly q +-+ Qo Ty, = b'r
ot
0= br+1
_ 1/
0="0,,
ou (xf,...,x}) est une permutation de (x1,...,x,), et aj; #0,...,al.. #0.
Sil'un des by, q,...,b], est non nul, (S) n’admet pas de solution.
ib, = our tout j > r es r premieres équations donnent z,...,z.. comme fonctions des
Sib; =0 tout j >r+1,1 t d txl, ...,z fonct d
n — r variables 2] ,..., ] considérées comme parametres. Lorsque 7 < n il y a une infinité de

solutions; le nombre n — r de parametres est la dimension de Ker(A).

Lorsque 7 = n (auquel cas n = m), A est inversible et il y a une unique solution.



