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Dans ce qui suit, U est un ouvert non vide de R%, d > 1. Une fonction

f: U — RP
= (1,...,2a) = flz)=(fi(2),..., fp(z))

est dite scalaire si p = 1, & valeurs vectorielles sinon. Ses composantes sont les fonctions scalaires

T = (acl, ce ,.I‘d) = fz(l')
pour i € {1,...,p}. Une application partielle de f est une fonction d’une variable, définie sur un
ensemble
Ua,j = {y eER; (al,...,aj_l,y,aj+1,...,ad) € U}
ou a = (a1,...,aq) € U (noter que U, j est un voisinage de a; dans R), par
Ua’j — RP
Yy = f(ah"'aajflayvajJrl?"-aad)

Fonctions continues Une fonction f : U — RP est continue si et seulement si ses composantes le
sont. (La continuité des applications partielles ne suffit pas pour la continuité de f.)

Dérivées partielles Si I’application partielle
UaJ’ — RP
Yy — f(al,...,aj_l,y,aj+1,...,ad)

est dérivable en aj, on note —f(a) sa dérivée en aj, appelée dérivée partielle de f par rapport a x; au

Ox;
point a. Si f admet des dérivées partielles par rapport a toutes les variables z; au point a, on définit
J¢(a) sa matrice jacobienne au point a comme la matrice & p lignes et d colonnes de coefficients

Ofi
Je(a));: =
( f( ))U axj

(a),ie{l,....p}, j€{1,...,d}.

Si f est scalaire (p = 1), on définit le gradient de f au point a par
of
87551(‘1)
Vf(a)= : = '(Jy(a)).
of
Tu(a)

Si d = p, on définit la divergence de f au point a par

Y
= O

V- f(a)

(a) = tr (Jy(a)).

Si d =p =3, on définit le rotationnel de f au point a par

df3 P
87@&)_87:3(@)
0 0
VAS@ = | @ - W
on o

6951 “ 81‘2 (a)

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.
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Dérivées directionnelles Etant donnés a € U et h € RY, si la fonction d’une variable ¢ — f (a+th)
est dérivable en zéro, on note

d
Daf(a) = S (F(a+ )
et on dit que f admet Dy, f(a) pour dérivée suivant le vecteur h au point a. En particulier, si (eq, ..., eq)

désigne la base < canonique > de R?, les dérivées partielles par rapport & x; sont les dérivées suivant
les vecteurs e; (si elles existent) :

G-a) = G+ te))ma = D, fla),

Différentiabilité Une fonction f: U C R? — RP est différentiable en x € U s'il existe une applica-
tion linéaire u : R* — RP telle que

SR = @) = u(h)]
D]

=0.
h%0

Si c’est le cas, u est unique et on la note df(z).
Si f est différentiable en a alors elle admet un dérivée suivant tout vecteur h au point a et

Vi R A (0) () = Duf(@) = (fla+ )i = Yohy 5L (@),

Jj=1

L’existence de dérivées partielles, et méme de dérivées directionnelles, ne suffit pas pour la différentiabilité.
Si f est fonction d’une variable (d = 1), sa différentiabilité en ¢ équivaut a sa dérivabilité en t et

Wk ER, dF()(k) = kf'(t), () = tim LD =IO

si(] §

La matrice de df(z) dans les bases canoniques de R? et R est la matrice jacobienne de f au point .
La somme de deux fonctions f et g différentiables en x est différentiable en x et

d(f +g)(z) = df(z) + dg(z) .
Le produit d’une fonction f par une fonction scalaire A est différentiable en x si les deux le sont et
Vh e R, d(Af)(x)(h) = A(z) df (x)(h) + dA(z)(h) f(z).

Une fonction f : U € R? — RP est dite différentiable (tout court) si elle est différentiable en tout
point, et sa différentielle est la fonction

df : U — Z(R%RP)
x +— df(x)

o1 .Z(R%; RP) désigne I'espace des applications linéaires de R¢ dans RP.
v" Une fonction constante est différentiable et sa différentielle est identiquement ’application nulle.
v Une application linéaire est différentiable et sa différentielle est constante : pour u € Z(R%; RP),

Ve e RY Vh e R,  du(z)(h) = u(h).

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.
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v Une application ¢ : R x R™ — RP bilincaire est différentiable et
¥(z,y) €R! X R™, W(h,k) € R x R™,  do(z,y)(h, k) = ¢(x,k) + d(h.y).

Ceci s’applique par exemple, avec d = m et p = 1, au produit scalaire (x,y) — x - y.
Si d = m, lapplication q : 2 € R? s g(x) := ¢(x, x) est différentiable et

Ve e RY, VAR, dg(z)(h) = é(x, k) + ¢(h, x).

Si f:U CR?— RP est différentiable en z € U, si f(U) C V, ouvert de R? et g : V C RP — R™ est
différentiable en f(x), alors go f : U C RY — R™ est différentiable en z et

vh e RY, d(go f)(z)(h) = dg(f(2))(df(2)(h)),

c’est-a-dire encore ’d(g o f)(z) = dg(f(z)) odf(z)

, ce qui signifie aussi | Jgor(x) = Jy(f(x)) Jf(2) |
v La norme euclidienne N : x = (x1,...,2q) = ||z]2 = /3%, 22 est différentiable sur R%\{0} :

-h
quels que soient z € RA\{0} et h € RY, dN(x)(h) = (xxH )
2

Intégration des fonctions a valeurs vectorielles Soient a,b € R avec a < b et

f: [a,0] — RP
t = ft)=(fit),..., (1)

continue. Son intégrale sur le segment [a, b] est le vecteur de RP défini par :

/abf(t)dt = </abf1(t)dt,...,/:f,,(t)dt) .

C’est la limite des sommes de Riemann de f sur [a,b], c’est-a-dire la limite lorsque n tend vers +o0o
de

n

Y (xi—zi1) f(yi)

i=1
ou (z;)o<i<n est une subdivision de [a,b] et y; € [xi—1,x;] pour tout i € {1,...,n}. (Noter que les
points x; de la subdivision ainsi que les points y; dépendent de n : on ne le fait pas apparaitre pour
ne pas alourdir les notations.)

L’application f f; f(t)dt est linéaire. On définit [;* f(t)dt = — f;f(t)dt.
Si f: I — RP est continue sur ’intervalle I, quels que soient a, b, c € I on a

/bf(t)dt = /C ft)dt + /bf(t)dt (relation de Chasles).

De plus, la fonction 2 — [ f(¢)dt est dérivable et

o [ o = s,

Plus généralement, si « et 8 sont des fonctions dérivables d’une variable et & valeurs dans I on a

d B

™ f)dt = B'(u) f(B(u) = o (u)f(a(u)).
U Ja(u)

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.



L2 - cursus prépa. Fiche de cours FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES (21-28 nov, 5-19 déc)

Quelle que soit la norme || - || choisie dans RP, on a

‘/abf(t)dtH < /:Hf(t)Hdt‘.

Si g : I — RP est une autre fonction continue et || - ||2 est la norme euclidienne on a

b b 1/2 b 1/2
/ £(t) - g(t)at / 1 ()| 2dt / o013t

(inégalité de Cauchy-Schwarz).

<

Théoréme des accroissements finis Si f : [a,0] C R — R est continue et dérivable sur ]a, [ il
existe ¢ €]a, b[ tel que f(b) — f(a) = f'(¢)(b—a). C’est la formule des accroissements finis, fausse pour
les fonctions a valeurs vectorielles.

Inégalité des accroissements finis pour les fonctions d’une variable : Soit f : I C R — RP dérivable
sur l'intervalle ouvert U et soient a,b € I, a < b. S’il existe M € R* tel que

Vte€fa,b], (I (B <M,

alors || f(b) — f(a)|| < M|b— al.

Si la fonction f ci-dessus est de classe €', c’est-a-dire que f’ : I — RP est continue, I'inégalité des
accroissements finis se déduit de la formule

b 1
1)~ f(@) = [ fie)at= /0 f(a+0(b— a))(b— a)de .

Inégalité des accroissements finis pour les fonctions de plusieurs variables : Soit f : U C R¢ — RP
différentiable sur I'ouvert U et soient z,y € U tels que [z,y] :={z+0(y —z); 0 € [0,1]} C U. S’
existe M € RT tel que

Vo € [0,1], [ldf(z+0(y —2))[l < M,

alors || f(z) — f(y)ll < Mz —y].

Une fonction f : U € R4 — RP est dite de classe €' si elle est différentiable et si sa différentielle
df : U — Z(R%LRP) est continue (Z(R% RP) étant un espace vectoriel normé de dimension finie,
la norme subordonnée ||| ||| est équivalente a toutes les autres), ou de fagon équivalente, si elle admet

U — RP continues (i € {1,...d}).

des dérivées partielles :
axi

Théoréme du point fixe de Picard Soit f : F C R — R? telle que f(F) C F, ot F est un
fermé. Si f est contractante (c’est-a-dire telle que : 3k € [0,1[, Vx,y € A, || f(z)— fy)| < Ekllz —y])
alors il existe un unique x € F' tel que f(z) = =.

(Ce théoreme est faux pour les fonctions Lipschitziennes de rapport k > 1.)

Difféomorphismes Une fonction f : U € R? — V C RP est un difféomorphisme de 1'ouvert
U sur louvert V si elle différentiable, bijective et sa réciproque est différentiable. C’est un %'-
difféomorphisme si elle de plus de classe € et sa réciproque aussi. Si c’est le cas, on a nécessairement
d = pet df(x) est un isomorphisme de R? quel que soit 2 € U, la différentielle de la fonction réciproque

f~1 étant donnée par |d(f~1)(y) = (df(f1(y)))~! | quel que soit y € V.

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.
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Un isomorphisme de R? est un ¢'-difféomorphisme de R? sur R
COORDONNEES POLAIRES La fonction suivante est un ¢'-difféomorphisme :

R¥x] - 3,3 - RAR x {0}
(r,0) = (z,y) = (rcosf,rsinf).

Théoréme d’inversion locale Soient U un ouvert de R, une fonction f : U — R? de classe € et
a € U tels que df(a) soit un isomorphisme de R?. Alors il existe un ouvert U, C U contenant a et un
ouvert V; contenant b = f(a) tels que f : U, — V} soit un ¢1-difféomorphisme.

Théoréme d’inversion globale Si f: U — R? est de classe € sur 'ouvert U et
e pour tout # € U, df(z) est un isomorphisme de RY,
e la fonction f est injective,

alors f est un ¢-difféomorphisme de U sur f(U).

Théoréme des fonctions implicites Soient W un ouvert de R%, V un ouvert de R?, U = W x V,
et f: U — R? de classe €. Pour tout (x,3) € U, on note dof(z,y) la différentielle au point y de
I’application partielle

V — RP

v o= f(z,v).

Si (a,b) € U est tel que f(a,b) =0 et daf(a,b) est un isomorphisme de RP, alors il existe un ouvert
Ulap) C U contenant (a,b), un ouvert W, C W contenant a et une fonction ¢ : W, — RP de classe ¢
tels que

((%,y) S U(a,b)v f(x7y) = 0) A (‘T EWe, y= (p(.’L‘)) :

Sif:U=WxV —Rlet p: W — RP sont de classe €, telles que da f(z,y) est un isomorphisme
de RP quel que soit (z,y) € U, et f(z,p(z)) = 0 quel que soit = € W, alors

Vo € W, Vh e RY, dp(x)(h) = —(daf (2, ¢(2))) " (di f (2, (@) (h)) ,

ou dy f(z,y) désigne la différentielle au point x de I'application partielle

W — RP
w = fw,y).

Différentielle seconde Soit f : U € R? — RP ou U est un ouvert. On dit que f est deuz fois
différentiable en a € U 8’il existe un voisinage U, C U de a ou f est différentiable et si la fonction

df: U, — ZR%4RP)
x — df(z)

est différentiable. Si c’est le cas on définit I'application bilinéaire d?f(a) : R x R™ — R? par
d*f(a)(h, k) = (d(df))(@)(R)(k), V(h.k) € R x R?.

Autrement dit, d?f(a)(h, k) = dgg(a)(h) ou la fonction gi : R? — RP est définie, & k € R? fixé, par

gi(x) = df(z)(k).

Théoréme de Schwarz : si f est deux fois différentiable en a alors d?f(a) est symétrique, c’est-a-dire

d?f(a)(h, k) = d®f(a)(k,h), VY(h, k)€ RYxRY,

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.
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Dérivées partielles d’ordre supérieur Si f:U c R = RP est deux fois differentiable alors ses

toutes ses dérivées partlelles admettent des dérivées partielles, que I'on note 3 axl On a de plus

d d 2
d?f(a)(h,m:ZZ by (@), ¥ k) € RY xR,

et d’apres le théoreme de Schwarz
0’ f B 0’ f

890]-8951- N 8xi8x]~’

de sorte que

5f
2 _ 2 d
df(a)(h,h)—E:hla2 +2§:hhjaxzaxj (a), VheR?,

i=1 1<J
ou le symbole Z représente la somme double sur tous les indices i,7 € {1,...,d} tels que i < j, et
1<J

Ff _ f

67512 o 8@8@ '
Si f est scalaire (p = 1) on définit Hessf(a) la Hessienne de f au point a comme la matrice (symétrique)
de coefficients 8226]; -
Tant qu’elles existent on définit les dérivées partielles d’ordre n par récurrence : si ji,...j5, € {1,...,d}
sont tels que la fonction of admet une dérivée partielle par rapport a j,1+1 € {1,...,d}, on

aIL‘jn e a:L'jl
an+1f

note cette dérivée partielle. D’apres le théoreme de Schwarz on a
8$jn+1$jn PN 8.%']'1
of _ of
oxj, ...0zj,  Ox{t... .05’
ou pour tout ¢ € {1,...,d}, a; est le nombre d’entiers jj valant i. Noter que ag +- - -+ g = n puisqu’il

y a n entiers ji. Lorsque f admet des dérivées partielles jusqu’a l'ordre n continues, on dit qu’elle est
de classe €. Si c’est le cas on note

CF@ )= S g e O
gty - 1. .. 171 d 041 (%)
Ty Q1t - ad! ox{' ... 0z,
Ci-dessus le symbole g représente la somme sur tous les d-uplets (o, ..., «q) d’entiers natu-

a1+-Fag=n
rels a; tels que oy + -+ - 4+ ag = n (noter que ces entiers sont forcément inférieurs a n). On a

d"f(x)(h,...,h) = ——(f(z +th))}—0 -

n

dtn

Formules de Taylor

Formule de Taylor avec reste intégral = Si f : U C R — RP est de classe €1 sur I'ouvert conveze ®
U, alors quel soit € U et quel que soit h € R? tel que  + h € U,

n

1
Fx+h) = f(z) + Zpl,dpf( 2)(h,...,h) +/O (1n|)d”+1f( th)(h,... h)dt.

a. La convexité de U signifie que, quels que soient z et y dans U, le segment [z,y] :={z =0z + (1 —-0)y; 6 € [0,1]}
est inclus dans U.

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.
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Formule de Taylor-Young : Si f : U C R? — RP est de classe €™ au voisinage de = € U alors

n

fla+h) = f(z)+ >

p=1

S

Y & f(@)(h,. .. h) + o([[n]")

lorsque h tend vers zéro.

Extrema On dit qu'une fonction f : D C R* — R a un minimum global (vesp. mazimum global)
ena € D sif(z) > f(a) (resp. f(x) < f(a)) quel que soit € D. Elle a un minimum local (resp.
mazximum local) en a € D s'il existe un voisinage V' de a tel que f(z) > f(a) (resp. f(x) < f(a)) quel
que soit x € D NV. Un extremum (global ou local) est soit un minimum soit un maximum (global
ou local). Il est dit strict si 'inégalité (f(z) > f(a) pour un minimum, resp. f(z) < f(a) pour un
maximum) est stricte quel que soit x # a (c’est-a~dire que f(z) > f(a) pour un minimum strict, resp.
f(z) < f(a) pour un maximum strict).

Extrema sur un compact Si K est compact et f: K C R — R est continue, alors elle admet un
minimum global et un maximum global.

Extrema sur un ouvert Soit U un ouvert de R? et f : U — R? différentiable.

e Condition nécessaire : si f a un extremum local en a € U alors df(a) = 0.

e Condition suffisante : si f est deux fois différentiable, df(a) = 0, et il existe a > 0 tel que

df?(a)(h,h) > a|/h||* quel que soit h € RY, alors f admet un minimum local strict en a.

La condition (3o > 0; Vh € R?, df?(a)(h,h) > a||h||?) est satisfaite des que
Vh € RN\{0}, df%(a)(h,h) > 0|
Cette condition revient, si d = 2 et seulement dans ce cas, a ’tr(Hessf(a)) >0, dét(Hessf(a)) >0 ‘
Attention, en cas d’inégalité large (df?(a)(h,h) > 0), on ne peut pas conclure.

Extrema liés (optimisation sous contrainte d’égalités)

Théoréme des multiplicateurs de Lagrange : Soit U un ouvert de R, f: U — R% et g : U — RP de
classe 1. On suppose que a € U est tel que g(a) = 0, et (dgi(a),...,dg,(a)) forme une famille libre
de Z(R%R) (o1 g1, . . . , g, désignent les composantes de g). Si la fonction f admet un minimum local
en a sous la contrainte g(z) = 0 (c’est-a-dire que la restriction de f a D := {z € U; g(z) = 0} admet
un minimum local en a), alors il existe des nombres réels A1, ..., A, tels que df(a) = Y0 | X;dgi(a).

NB: 1l faut savoir définir les notions en rouge et démontrer les énoncés en bleu.



