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Examen Terminal - Session 2

Exercice 1. Soit A, B € M, (C), on rappelle que A et B sont semblables s’il existe une matrice inversible
P € M,(C) telle que P"'AP = B.
Le but de I’exercice va étre d’étudier le lien entre le fait que A et B aient a la fois le méme polynéme
caractéristique et le méme polynome minimal et le fait qu’elles soient semblables.
Dans la suite, on notera Pj; le polynéme caractéristique et pps le polyndome minimal d’une matrice
donnée M.
1. On se donne A, B € M,(C), avec n > 1 entier. On suppose que A et B sont semblables.
(a) Montrer que P4 = Pg.
(b) Soit Q(X) = co +c1X +--- + cgX?¢ € C[X] un polynéme quelconque. Soit P € M, (C) une
matrice inversible. Montrer que Q(P~'AP) = P~1Q(A)P.
(c) Déduire de la question précédente que pp divise pg. Conclure que pg = pup.
2. Réciproque en dimension 2 : on se donne deux matrices A, B € My(C). On suppose que P4 = Pp
et fla = pUpB.
(a) Dans le cas ou g est de la forme pg = X — X ou bien pg = (X — A1) (X — A2) avec A1 # Ag,
justifier que A et B sont diagonalisables et conclure qu’elles sont semblables.
(b) Ici on suppose que jy est de la forme uy = (X — A\)? et on admet le résultat suivant :

toute matrice de My (C) nilpotente d’indice de nilpotence egal a 2 est semblable & la matrice

1
( 8 0 ) En appliquant ce résultat & U = A — AI (bien entendu, on justifiera pourquoi on

1
peut appliquer), montrer que A et B sont toutes les deux semblables a ( E)\ \ )

Exercice 2. Soit A la matrice de My(R) suivante :

10 -1 1
01 1 O
A= 00 1 O
00 1 O

1. Pour une matrice M € M, (R), donner la définition de la décomposition de Dunford de M.
2. Calculer la décomposition de Dunford de A.

3. Calculer A" pour tout entier r € N.

Exercice 3. On considére trois suites réelles (un)nen, (Un)nen €t (wy)nen satisfaisant, pour tout n € N,

le systeme suivant

Un+1 = —Up + Vp + Wy
Untl = Up — Up + Wy
Wpt+1 = Up + Uy — Wp



Un,

. Pour n € N, on pose X;, = | v, | € M3x1(R). Déterminer une matrice A € M3(R) telle que le
Wn,

systeme précédent soit équivalent a 1’égalité AX,, = X,,+1. En déduire une expression pour X,, en

fonction de A et Xj.
. Trouver une matrice P inversible et une matrice D diagonale telles que A = PDP~!,

. En déduire le terme général des suites u,, v, et w, en fonction de n, ug, vy et wp.



