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Avant propos.

La durée de l’examen est de 2h00. Aucun document et aucune calculatrice ne sont autorisés
durant l’épreuve. La répartition en durée de chacun des exercices n’est qu’à titre indicatif.
La justification des réponses et un soin particulier de la présentation seront demandés.

Questions de cours (30 minutes)(6 points)

1. (4 points) Enoncer et démontrer le théorème d’Abel sur une série entière
∑

anzn où

pour tout z ∈ CI, an ∈ CI et n ∈ IN .

2. (2 points) Montrer que si
∑

an et
∑

bn sont absolument convergentes, alors la série
trigonométrique

∑
(an cos(nx) + bn sin(nx)) converge normalement.

Exercice 1. (60 minutes)(8 points)

1. (20 min) (4 points) Pour x > 0 et n ∈ IN , on pose un(x) =
1

2nx
.

a. Calculer S(x) =
+∞∑
n=1

un(x) pour x > 0.

b. Montrer que la série
∑

u′n(t) converge normalement sur un intervalle [a, b], où

a, b ∈ IR∗
+ tels que 0 < a < x < b pour x > 0 .

c. Calculer alors la somme de cette série pour x > 0.

2. (20 min)(2 points) Trouver le rayon de convergence R des séries entières
∑

anzn

suivantes

a. an =
n3

3n
, n ≥ 0.

b. an =
cos(nθ)

n
, n ≥ 1, θ ∈ IR.

Indication : on pourra d’abord regarder le cas où |z| < 1, puis raisonner par l’absurde
en utilisant la série dérivée.

3. (20 min) (2 points) On considère l’équation différentielle suivante

(E) xy′′ + 3y′ − 4x3y = 0,

où ω ∈ IR.
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a. Montrer qu’il existe une unique solution f de (E), développable en série entière
autour de 0 et telle que f(0) = 1.

b. Exprimer f à l’aide des fonctions élémentaires.

Exercice 2. (30 minutes)(6 points + 2 points bonus)

On considère la fonction 2π-périodique f : IR → IR définie par f(x) = |x|(π − |x|), si
x ∈]− π, π].

1. Dessiner la fonction sur l’intervalle [−3π, 3π].
2. La fonction f est-elle égale à la somme de sa série de Fourier ? Justifier.
3. Déterminer la série de Fourier de f en formulation réelle.

BONUS : déterminer la série de Fourier de f en formulation complexe.

4. En déduire la somme
+∞∑
n=1

1

n4
.

BONUS : calculer
+∞∑
n=1

1

n2
.
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