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Avant propos.

La durée de l’examen est de 1h30. Aucun document et aucune calculatrice ne sont autorisés
durant l’épreuve. La répartition en durée de chacun des exercices n’est qu’à titre indicatif.

Questions de cours (20 minutes)

1. (3 points) Enoncer et démontrer le théorème d’Abel pour une série entière
∑

anz
n.

2. (3 points) Donner la définition de la série de Fourier de f , une fonction 2π-périodique
(autrement dit, sa forme trigonométrique réelle et complexe, ainsi que ses coefficients
(appelés coefficients de Fourier)).

Exercice 1. (30 minutes)

1. (2 points) Etudier la nature (convergente ou divergente) de la série de terme général

un =
ln(n)n

n!
.

2. a. (2 point)Trouver le rayon de convergence R de la série entière de terme général

un(x) =
xn

1 + 2 + 3 + ... + n
, n ≥ 1.

Indication: on pensera à écrire la somme 1+2+3+ ...+n sous forme d’un produit
connu.

b. (2 point) Calculer sa somme pour x ∈]−R, R[.

Indication: on rappelle que
1

n(n + 1)
=

1

n
− 1

n + 1
.
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Exercice 2. (40 minutes)

On considère la série de fonctions
+∞∑
n=0

(−1)ne−nt

n + 1
.

1. (1 point) Montrer que cette série converge simplement sur Es = [0, +∞[.

2. (2 points) Montrer que cette série converge absolument sur Ea =]0, +∞[, mais pas sur
Es.

3. (2 points) Soit S(t) la somme de cette série pour tout t ∈ Es. Montrer que lorsque t
tend vers +∞, S(t) tend vers 1.
Indication: on pourra considérer |S(t)− 1| quand t tend vers +∞.

4. (2 points) Montrer que la série converge uniformément sur Es.

5. (1 point) Cette série converge-t-elle normalement sur Es? Et sur Ea?

Exercice BONUS

(+ 2 points) On considère une suite (un)n∈IN d’éléments strictement positifs. On ne sait pas

si cette suite converge ou diverge à priori. Soit la série de terme général vn =
un

1 + n2un

.

Quelle est alors la nature (convergente ou divergente) de cette série?
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