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Avant propos.

La durée de l’examen est de 2h00. Aucun document et aucune calculatrice ne sont autorisés
durant l’épreuve. La répartition en durée de chacun des exercices n’est qu’à titre indicatif.

Questions de cours (20 minutes)

1. (3 points) Enoncer et démontrer la propriété de comparaison d’une série et d’une
intégrale impropre.
(On ne s’attachera qu’à comparer la convergence et la divergence, l’encadrement du
reste n’est pas demandé).

2. (3 points) Soit D ⊂ CI et a ∈ D. Enoncer et démontrer la propriété de continuité de la
limite uniforme f d’une suite (fn)n∈IN de fonctions définies sur D à valeurs dans CI et
continues en a.

Exercice 1. (30 minutes)

1. On considère l’équation différentielle

(E) xy′′ + 2y′ + ω2xy = 0,

où ω ∈ IR.

a. (1 point) Montrer qu’il existe une fonction f développable en série entière autour

de 0 (c’est à dire sous la forme f(x) =
∞∑

n=0

anx
n) solution de (E) et vérifiant la

condition f(0) = 1.

b. (1 point) Calculer alors son rayon de convergence.

c. (1 point) Exprimer f à l’aide de fonctions usuelles.

N.B.: Pour les question a. et b., il sera conseillé de discuter des cas ω = 0 ou non.

2. (2 points) Quelle est la nature de la série de terme général un =
n!

nn
?
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Exercice 2. (30 minutes)

Soit f : IR → IR la fonction 2π-périodique définie par f(x) = |sin(x)| si x ∈]− π, π].

1. (0.5 point) Faire un dessin rapide de la fonction.

2. (0.5 points)Montrer que f est partout égale à la somme de sa série de Fourier.

3. (2 points) Déterminer sa série de Fourier en formulation réelle.

N.B.: On rappelle que sin(a) cos(b) =
1

2
[sin(a + b) + sin(a− b)].

4. (1 point) A l’aide de la formule de Parseval évaluer
∞∑

n=1

1

(4n2 − 1)2
.

Exercice 3. (40 minutes)

Soit α ∈ IR∗
+. On considère pour tout n ∈ IN∗ la fonction

fn :
IR+ → IR

x 7→ nαxe−nx2/2

1. (1 point) Montrer que la suite de fonctions (fn)n∈N∗ converge simplement sur IR+ vers
la fonction nulle.

2. (1 point) La convergence est-elle uniforme sur IR+? On discutera suivant les valeurs
de α.

3. (1 point) Montrer que pour tout h > 0 (fn)n∈N∗ converge uniformément sur [h, +∞[
vers la fonction nulle.

4. On se place maintenant dans le cas particulier où α = 1 et on considère maintenant la
série de fonction de terme général fn.

a. (1 point) Montrer qu’elle converge simplement sur IR+ et que sa somme S :
[0,∞[→ IR est continue sur ]0, +∞[.

b. (1 point) Calculer, pour x ≥ 0 et m ∈ N∗, Sm(x) =
m∑

n=1

fn(x), puis expliciter

S(x) pour x ≥ 0.

c. (Bonus: 1 point) La fonction S est-elle continue en 0?
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