Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre de printemps 2014-2015
Math IV - Cursus préparatoire 2A Durée : 1 heure et 30 minutes

Partie CCP - Devoir numéro 2

Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Dans toutes les questions, il sera tenu le plus grand compte de la rigueur de la rédaction ; toute réponse insuf-
fisamment justifiée sera considérée comme nulle.

R désigne ’ensemble des nombres réels et n un entier naturel.
Partie A - Résultats préliminaires :

Dans cette partie, on établit quelques résultats préliminaires qui pourront étre utilisés dans les deux parties
suivantes.
"1
1. Pour n > 1, on pose : u,, = (; k:) —In(n).

(a) Etudier la nature de la série S (tUpi1 — ty,).
(b) En déduire que la suite (u,), converge. On note « sa limite.
2. Pour z élément de ]0,+o00], on considere 'application h, de ]0,4+o00[ vers R définie par :

o) = 20

(a) Déterminer le tableau de variation de h,.

ntl ] 1 mo]
(b) Justifier les inégalités : Vn > 3, / # dt < n(n) et Vn > 4, n(n) < / M dt.

n n n 1t

In(n)

(c¢) Prouver (sans utiliser les séries de Bertrand) que la série > (—1)" est convergente mais qu’elle

n
n’est pas absolument convergente.

(d) A Daide de la question 2b, déterminer un équivalent lorsque N tend vers oo de la somme partielle de

|
rang N : Sy = an
n=1 n

On pose pour la suite :

“+oo
1
- 3 Lpyp i)
n=2 n
Partie B :
+oo 1
On note F l'application de |1, +oo[ vers R définie par F(z) = —.
n=1 n L
1)
Pour n > 1, on considére I’application ¢,, de ]0,+oo[ vers R définie par ¢, (x) = L
n.’L‘

Dans cette partie on étudie d’abord le comportement de F'(z) lorsque x tend vers 1 par valeurs supérieures, ensuite

la série de fonctions Y ¢, puis on détermine la valeur de S.



3. Pour n > 1, on considere les applications v,, et w, de [1,+oo[ vers R définies par

1 1 1 ntlq
== — et = — — dt
vn () SR SN et wy(x) o /n =

i. Montrer que pour tout n > 1, la fonction v, est bornée par 2.
ii. Justifier succintement existence et exprimer v/, () pour tout = € [1;+o0o[ & Paide de la fonction
h; définie dans la partie A.
iii. Montrer que la série de fonctions Y v, est normalement convergente sur [1, +00[.
i. Pour tout » > 1, donner une expression explicite de w,,(z) ne faisant plus apparaitre d’intégrale,
pour z € [1;+00].
ii. En déduire que pour n > 1, w,, est continue sur [1, +ool.

iii. Montrer que Vo > 1, Vn > 1, 0 < w,(z) < v, (x).
+oo
iv. On considere la fonction W définie par W = Z W, .
n=1
Démontrer que W est définie et continue sur [1, +oo].

i. Montrer que Vz > 1, W(z) = F(z) + .
ii. Calculer lim+ (F (x) + ﬁ) (on exprimera le résultat en fonction de 7).
r—1

Montrer que la série de fonctions > ¢,, converge simplement sur ]0, +o0].

Soit a un élément de |0, 4+oc[. Démontrer que la série de fonctions > ¢!, converge uniformément sur

[a, +o0.
+oo
On considere la fonction ¢ définie par ¢ = Y _ ¢n.
n=0

i. Montrer que ¢ est définie et de classe C'! sur |0, +o0.
ii. Exprimer ¢'(1) sous forme de somme d’une série.
Etablir que : V& > 1, ¢(z) = (1 — 217%)F ().
Déterminer un développement limité de 1 — 2!~ & I’ordre 2 au voisinage de 1.
Déterminer un développement limité de ¢(z) a 'ordre 1 au voisinage de 1. (On pourra utiliser le résultat
de la question 3(c)ii.)

En déduire la valeur de S.
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Partie A - Résultats préliminaires :

1.

(a)

Pour tout n > 1, on a

1 41 n
Upt1 — Up = n
+ n+1 n—+1

B Lo (1 L, 1
N n+1 n+1 2(n+1)2 notoo \(n+1)2

~n—+oco

1
Alnsi, |upp1 —un| ~ o donc par comparaison de séries & termes positifs, la série E (Upt1 — Up)
n—+oo 2N

converge absolument.

La série précédente est une série téléscopique. Soit n € N, n > 2, alors la somme partielle s’écrit par

téléscopage
n—1 “+o0
Z(Uk;+1 —Ug) =Up —u — Z(uk+1 —uy) < 00
k=1 ot

donc la suite (u, — u1),>2 converge ce qui démontre la convergence de la suite (uy, ).

La fonction h, est dérivable sur ]0; +o0o| et pour tout ¢ > 0, on a

17 —In(t)zt" ' 1 —zn(t)
(tv)2 R A

he(t) =

ce qui donne le tableau de variations

t 0 el/x 400

T
ha(t) —oo/ er N g

On a pour z = 1 : la fontion hy est décroissante sur [e; +oo], or pour tout n > 3, [n;n + 1] C [e; +o0],

donc on peut écrire

n+l ntl ntlnt Inn
Viemn+1), () <h(n) don / hl(t)dtg/ b (n) dt i.e./ Blar<mn,

De méme, pour tout n > 4, [n —1;n] C [e; +00[ et en intégrant I'inégalité hq(n) < hy(t) sur le segment

[n — 1;n], on obtient Pautre inégalité demandée.

pinmn

Posons pour tout n > 1, a,, = (—1) On a:
Inn
e Pour tout n > 1, (—=1)"a,, = — > 0 donc la suite (ay), est alternée.
n

e Par croissance comparée, |a,| — 0.
n—-+oo

e La suite (|ay|) = (h1(n)),, est décroissante & partir du rang n = 3.
On en conclue que la série E a, converge d’apres le critere des séries alternées.

Inn 1 1
De plus, pour tout n > 3, |a,| = — > — > 0, et la série harmonique Z — diverge donc par
n n n

comparaison de séries a termes positifs, la série E an ne converge pas absolument.



(d)

En sommant la premiére inégalité de la question 2b de n =3 & N (ot N > 3 est fixé), on obtient par
Chasles

On additionne alors les termes manquants pour retrouver la somme partielle Sy ce qui entraine apres

calculs des intégrales : pour tout N > 4,

N+1 N N
1 In2 Inn 1 In2 In3
—(Int)? —— <Y — =8y < |=(Int)? — + —
], SR e [ R
d’ou
In(N +1)? - (In2)?2 +1n2 < SN <1 (In3)2 +In2+1n3
(In N)? %(lnN)2 - (In N)2
S InN)?2
ce qui démontre grace au théoreme des gendarmes que lim 171\[ = letainsi Sy ~ (In V) .
N—+o0 §(IDN)2 N—+co 2
Partie B :
3. (a) 1. Soit m € N*, pour tout = € [1;+0o0], on a
1 1 1 1
W)=l < =4+ — <2
[on ()] n®  (n+1)%| = n® + (n+ 1) —
. 1 1 . . . . o
puisque — < 1, m < 1 et la fonction t — t* est croissante puisque x est positif. Ainsi, la
n n

fonction v,, est bornée par 2 sur [1;+o0].
ii. Puisque vy, : z € [1;+o0[— e~ =" — e=#n(n+1) g fonction v,, est dérivable comme différence de
fonctions dérivables. De plus, pour tout z € [1;4o00[, on a

lnin In(n+1)

@) = = In(n)e™ " 4 I+ Demr 0D = 5 U

=hy(n+1) = hy(n).

iii. On a déja démontré a la question 3(a)i que pour tout n € N*, la fonction v,, est bornée sur [1; 4o0].
De plus, pour tout = € [1;400[, on a v}, () = hy(n + 1) — hy(n). Soit x € [1; +oo[ fixé. D’apres la
question 2a, la fonction h, est décroissante sur [el/””; +oo[. Or z > 1 d’otx el/r <e< 3, donc pour
tout n > 3, hy(n+1) < hy(n) ce qui démontre que v}, (x) < 0. Ainsi, pour tout n > 3, la fonction

vy, est décroissante sur [1;+o0], ce qui entraine

1 1 1
Unllootitocl = SUD [ua(@)l = sup va(@) =va(1) = -~ ——= = .
[onlecisoct = 30 om0 = sp (o) = (1) = o= o = s

. . 1 . 1
Puisque la série E ( converge (car son terme général équivaut a — lorsque n — +o00
n n

n+1)
et par comparaison de séries a termes positifs, ou par calcul direct de la limite de ses sommes
partielles puisque c’est une série téléscopique), la série E lVn || oo, [1:4-00[ cOnverge, et la série de

fonctions E v, converge normalement sur [1; +o0].



(b)

ii.

iii.

iv.

i. Soient n > 1 et x € [1;400[. Pour x # 1, on a

(@) 1 /”*1 Lyt 11 ™t L] 1 1
U}n xr) = — — _ = — — = — —_
n® ), t* ne 1—zte=t] n®  x—1\(n+1)*"t npol

et

wa(1) = = — g+ = +ln< n ).

n n+1

Soit n > 1, la fonction w,, est continue sur 'ouvert |1; +oo[ comme somme de fonctions continues.

Pour montrer que w,, est continue sur [1;+o0], il nous suffit donc de montrer que lim+ wp(z) =
r—1

wAD=i+m(

i ) Puisque 'on a déja
n+1

1 _ _ 1
— —e zlnn S e Inn _ =
ne z—1+ n

par continuité de I’exponentielle, on va se concentrer sur le deuxiéme terme apparaissant dans
wy (). Soit > 1, on pose u =z — 1 de sorte que u — 0T si et seulement si © — 11 et on fait un

développement limité :

1 1 _ i — l ( —uln(n4+1) _ 7u1nn>

x—1\(n+1)z—1 n= u
1
(oo 5, 0)

n
= 1) — 1
< ) u—>0+( )u—>0+ n(n—l—l)
ce qui démontre que lim w,(z) = — + In ( > = wy(1) et acheve la démonstration de la
z—1+ n n+1

continuité de w,, sur [1;+ool.

1
Soient x € [1;4+o00[ et n € N*. Puisque la fonction ¢ — e est décroissante sur |0; +-o00[ (car > 0),

on obtient :
Yt € [nyn + 1],

d’ott en intégrant sur [n;n + 1],

1 ntlog 1 1 1 1 1
7§/ —dt d’ou vn(m)z——izwn(x)Z———:O
(n+ 1) = nr n®* (n+1)® n® n®

On a vu que :

e pour tout n € N*| w, est continue sur [1;+ool,

e pour tout n > 1, pour tout x € [1;400[, 0 < wp(x) < V() < |[vn|loo,[1;400[, c€ qui démontre
que la fonction w, est bornée sur [1;+oo| et sa norme sup vérifie

0 < flwnlloo,t+00f = sup  |wn ()] < [|vnllso, 15400
z€[1;400[

Comme la série Z lvn |l oo, [1:4-00[ converge (la série de fonctions Zvn converge normalement
sur [1;4o0[, par comparaison de séries a termes positifs, la série Z llwn |l oo, [1;4-00[ €St aussi
convergente, ce qui entraine la convergence normale et donc uniforme de la série de fonctions
an sur [1; +ool.

D’apres le théoreme de continuité des séries de fonctions, la fonction W est continue sur [1; +oo].



()

(a)

()

i. Soit z > 1. Soit N € N*, alors
N

N N N
1 1 1 1 1 1 1
() =Y — - =y = —1
Zw(x) ;nw—i_x—l;((n—i—l)ml n“’1> 1n””—i_x—1<(N+1)””1 )

n=1 n=

d’ot1 en passant a la limite quand N — +oco (puisque les séries intervenant convergent),

1
W(z) = F(x) + T
ii. D’apres la question précédente, la limite demandée correspond a mlinll+ W (z). Puisque W est conti-
nue sur [1;4o0[, on a Tli>1111+ W(z)=W(1). Or W(1) = Z:z % +1Inn —In(n+ 1), on calcule donc
pour N > 1:
N

NN N
ZE+Zlnn721n(n+l)

n=1 n=1 n=1 n=1

(]
£

=
I

N
1

g ) —InN+InN+Inl—In(N+1)
n

N
1 1
E ~ ] -InN-In{1+ —
n) . n<+N>

—— —
— 0
N4>+oo’y n—+4oo
C oy . 1
ce qui démontre que lim <F(a:) + ) =.
z—1t 1—x

-1 n—1

Soit x €]0; +o00[ fixé/ On a ¢, (z) = = = (=1)""!|pn(x)|. De plus, la suite numérique (¢, (z))n>1
n* 2

est décroissante et converge vers 0 (car z > 0). D’apres le critere des séries alternées, la série E ¢n ()

converge, ce qui démontre la convergence simple de la série de fonctions Z ¢n sur ]0; 4o00].

Soit a €]0;+oco[. Pour tout n € N*, la fonction ¢, est dérivable sur ]0;4+oo|, et pour tout > 0, on
-1
8 ¢ly(a) = (-1~

nac

fonction h, est décroissante & valeurs positives sur [e!/; +-00[. Puisque = € [a; +oc[, on a e!/* < el/,

= (—=1)"hy(n). Soit x € [a;+oo]. D’apres 'étude faite en 2a, on sait que la

Posons Ny = Lel/aJ + 1 de sorte que sin € N> Ny, on an > el/a, Alors,
e pour tout entier n > Ny, (—=1)"¢,(z) >0,
e la suite (|¢),(z)|)n>n, = (hz(n))n>n, est décroissante,

ce qui entraine que la série E ¢!, (z) converge par le critére des séries alternées. De plus, pour n > Ny,

= 1 1
[Ba(@)| = | 3 6n(@)| < |#hin@)] = T < = ha(n)
k=n-+1

donc R, est bornée sur [a; +00[ et puisque la borne supérieure est le plus petit des majorants

. <
HR’“HOO’[G»JFOO[ - ha(n) n—>_+>oo 0

ce qui démontre que la suite de fonctions (R,), converge uniformément vers la fonction nulle sur
[a; +o00[. Par suite, la série de fonctions Z ¢!, converge uniformément sur [a; +oo].
i. Soit a €]0;+oc0].
e Pour tout n > 1, la fonction ¢,, est de classe C! sur [a; +o0].

e La série de fonctions Z ¢, converge simplement sur [a; +o0o[ d’apres 4a,



e La série de fonctions Z ¢!, converge uniformément sur [a; +o0o[ d’apres 4b .
D’apres le théoreme de dérivation des séries de fonctions, la fonction somme ¢ est de classe C' sur
[a; +00], ceci pour tout a > 0, donc ¢ est de classe C* sur |0; +oo] (la dérivation/continuité est une
propriété locale).

ii. Toujours d’apres le théoréme, on a pour tout x €]0;4o00], Z ¢! () ce qui donne en

particulier

, = , = plnn =X nnn
D=Y e =Y Bt Yy g
n=1 n=1 n=2

5. (a) Soit > 1, on calcule la somme en séparant les termes pairs et impairs (possible car toutes les séries
intervenant sont convergentes, pour une meilleure rédaction, on passe par les sommes partielles jusqu’a

2N + 1 et on fait tendre N vers +00)) ce qui donne

R G VR O G g

1+ 1 = R
- ?Z*w (Z L)
= (1-2)F()
= (1-2"")F(x).

(b) Lorsque x — 1, onaz —1— 0 d’ou

1-9l-= _— 1_ e(lfac) In2
- 1 (1 +In2(1 — )+ (ln;) (1-2)?+ o ((1- x)2))
= In2(z—-1) - (thz)(x —1)% + o (@- 1)?)

(c) On sait que pour tout z > 1, ¢(x) = (1 — 2172)F(x). De plus, on a vu a la question 3(c)ii que

lim ( F(x) 4+ —— ) =~ ce qui entraine
r—1+ ( ) 1—=x v 4

=7+ ——+ o (1.

F(x):’y_l—x—i_m—?ﬁ r—1 zo1+

En regroupant ce développement limité avec celui obtenu a la question précédente, on trouve

(In2)* 2 2 1

—(z -1 o -1 o o (1
=12+ o (@-17) (v <+ o (1)

- ln2—|—ln2<’y—ln2)(:ﬂ—1)—|— o (z—1).

2 z—1t

oz) = <ln2(:c—1)—

(d) Puisque la fonction ¢ est de classe C! sur ]0; +o00o[, on a d’apres la formule de Taylor-Young

¢(x) = ¢()+¢L)(@-1)+ o (x-1)

rz—1+t

In2
Par unicité de la partie principale du développement limité, on obtient donc ¢’(1) = In2 (fy — 112)

Puisque l'on a vu que S = ¢/(1), on trouve au final

Szan(fy—h;Q>



