Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre d’automne 2018-2019

Correction DS2 Partie Analyse

Exercice 4
1 1
a. On au, = ln(l — —2> < 0 pour tout n > 2 et |uy| = —u, ~ — car In(1 + u) ~u.

n +oon 0

1 , . . .

Comme E — est une série de Riemann avec a = 2 > 1 donc convergente alors E |ur| est aussi convergente
n
n>1 n>2

cad g u,, est absolument convergente et donc en particulier convergente.
n>2

b. On a u, > 0 pour tout n > 1 et

n

e 12 _n?%(n)
=" I (n) — g1 ) +00.

Uu. = ——:
n eln(n) In(n) n——+oo

Comme lim u,, # 0 alors E Uy, est grossierement divergente.
n
n>1

c. On a u, > 0 pour tout n > 1 car g € [0, 5] pour tout n > 1 et sinus et cosinus sont positifs sur [0, 5]. De

o 2
plus, on a
o T
0<u, ~n"— =:v,

+oo 27

car tan(u) .
4
2 n . 4
On a n“v, = m—— — 0 par croissance comparée.
e

i - o(L
Par suite vy, = o(5z).
1 - . : .
Comme E — est une serie de Riemann convergente alors E vy, est aussl convergente et par suite E Up,
n
n>1 n n>1
est (absolument) convergente.

On aurait pu aussi utiliser la régle de d’Alembert pour montrer que Z v, est convergente. En effet
n
Upp1  (n+1)2 2" 1n?

1 1
~Y —_——— = — ﬁ —.
Un n2 2(n+1) +o0 2 TL2 2 n—+oo0 2

Comme [ = % < 1 alors Z vy, est convergente.

n
d. Cette série n’est pas absolument convergente car

i 1 1
Uu. = -~ —
" n+sin(n) +eon
1
et E — est une série de Riemann divergente (o = 1). Par suite E |uy,| est aussi divergente.
n
n>1 n>1

La série Z Uy, est une série alternée car n + sin(n) > n — 1 > 0 pour tout n > 1 et donc u,u,+1 < 0 pour
n>1

tout n > 1.

On a de plus |u,| = —

mgm — 0 et donc Eglmunzo

n—-+oo n

Montrons que (|un|)n>1 = (Wlinn)”zl est décroissante.
Soit f la fonction définie sur [1,+oo[ par f(x) = x+slinx. On a f est dérivable sur [1, +o00[ avec pour tout
x>1
;_ —cos(x) -1
flw)= (sinz + z)2°
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FIGURE 1 — Comparaison de In(k) et des intégrales fkk,l In(t)dt et fkkH In(t)dt

Or pour tout z € R, —cosz—1<1—1=0 et donc f/(z) <0 pour tout = > 1.

La fonction f est donc décroissante sur [1,4o00[ et donc la suite (n+s+n(n))" est décroissante.

Par suite, d’apres le critere de convergence des séries alternées, la série E u, converge et donc elle est

n
semi-convergente.

Exercice 5
On applique le développement limité de e* en 0 & % qui tend vers 0 quand n — +oo. On obtient

1 b
Up =€n —a— —
n
B (1-b) 1 1
St g o)
IR NS )
=(-a+ +0(=).

1. Si a # 1, alors uy, t} 1 —a # 0 et la série diverge grossiérement.
n—-+oo

n

2. Sia=1etb#1, alors u, o 1=b ot Ja série diverge.
oo

3. Sia=1et b=1, alors u, = O(-) et la série converge absolument.
(o)

Exercice 6
n n

1. a)Onaln(n) =In(1x2x--xn)=> In(k) = In(k) car In(1) = 0.

k=1 k=2
b) Il s’agit de comparer une série et une intégrale, voir la figure 1.
g p g g

Ebauche de premiére solution. Comme la fonction In est croissante, on a d’apres le graphe ! pour tout k > 2,

k k+1
/ In(t)dt < In(k) < / In(t) dt.
k k

-1

En sommant cette inégalité de k allant de 2 & n on trouve

n n+1
/1 In(t) dt <In(n!) < /2 In(t) dt. (1)

Deuziéme solution pour obtenir (1) : Pour k > 2 et pour tout ¢ € [k, k + 1],
In(k) <In(t) < In(k +1).

En intégrant sur [k, k + 1], on obtient

k+1
In(k) < /k In(t) dt < In(k +1).

1. Il faudrait écrire des inégalités sur le modele de la deuxiéme solution ci-dessous.



En sommant 'inégalité de gauche de k = 2 & n et celle de droite de k =1 & n — 1, on obtient (1).
Une primitive de In(z) étant donnée par xIn(z) — x (par intégration par parties), on obtient dans (1)

nln(n) —n+1<Ilnnr!) <(n+1)nrn+1)—(n+1)—2In2+2 (2)
avec
nln(n) —n+1 o nln(n) (3)
1 — 1 1
car fim MROVTREL G ~1.
n—-+oo nln(n) n—+o0 In(n)
De méme
(n+1)ln(n+l)—(n+1)—21n2—|—2+~ nlnn (4)
car
(n+1)Inn+1) N nlnn:1 1
nlnn +oonlnn n—+00
ol on a utilisé le fait que In(n + 1) o In(n);
—(n+1)—2In2+2 -n -1
~ - — 0
nlnn +oonlnn  Inn n—too
et done 1)1 1 1 2In2+42
Dbt (1) 22y
n——+o0 nlnn

Par suite, d’apres (2), (3), (4), on déduit que In(n!) o nln(n).

oo

. D’apres 1.b), u,, = D W

v, ™ nln(n) =

On va donc étudier la convergence de la série E wy, pour déduire celle de E Ugy -

n>2 n>2
On considere la fonction f définie sur [2,4+oo[ par f(x) = ﬁ(l) La fonction f est positive, continue.
Montrons que f est décroissante. On a f est dérivable sur [2, +oo[ avec
—In(z) -1
fa) = 0o

22In% 2
pour tout x > 2 car In(z) > 0 pour x > 1.

400
Par suite d’apres le théoreme de comparaison de séries et intégrale, Z w, = Z f(n) et / f(z)dz sont
n>2 n>2 2
de méme nature.

X —+o00

+o0
Comme / f(x)dr = lim In(ln(X))—In(In2) = +oo donc divergente (sinon dire que c’est une intégrale
2

de Bertrand avec « = 1, § = 1 donc divergente au voisinage de +00) alors Z wy, Pest aussi.
n>2

Par suite Z u, est divergente.
n>2



