Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre de printemps 2020-2021
Math IV - Cursus préparatoire 2A Durée : 1 heure et 30 minutes

Partie commune - Devoir numéro 1

Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et d la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Dans toutes les questions, il sera tenu le plus grand compte de la rigueur de la rédaction ; toute réponse insuf-
fisamment justifiée sera considérée comme nulle.

Tous les exercices sont indépendants.

Partie ANALYSE

Exercice 1. Soit « un réel strictement positif. Pour n € N* on considére la fonction f,, : R — R définie par :

Ve eR, fu(z)= L g—naz,

na

1. Montrer que le domaine de convergence simple de la série de fonctions Z fn est RT.
neN*

2. (a) Soit n € N*. Etudier les variations sur R* de la fonction g, : & — z% "<,

(b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur « pour que la série de fonctions E fn converge

neN*
normalement sur R+.

3. Montrer que la série de fonctions Z (—1)™ f,, converge uniformément sur R¥.
neN*

Exercice 2. Pour n > 2 entier, on note u, : RT — R la fonction définie par :

1
n? —1)(1 + n2x2)’

Vz e RY,  wuy(z) = (

“+ o0
On note S = E uy, la fonction somme de la série de fonctions E Uy
n=2 n>2

1. Montrer que la fonction S est continue sur RT.
+oo +oo -
2. On note I = /o S(z) dz. Montrer que I = nz:; 1)

3. En déduire la valeur de 1.



Partic ALGEBRE

Exercice 3.
1. Rappeler I'expression du produit scalaire usuel sur R,

2. Montrer que, pour tout * = (z1,...,25) € R?,

|x1 + 2x9 + 3x3 + 4wy + 5| < \/55\/xf+x§+x§—|—xi+x§

et étudier le cas d’égalité.

Exercice 4. Soit E un espace préhilbertien réel. On note (, ) le produit scalaire défini sur E et || || sa norme
associée. Soient x,y et z trois éléments de F.
1. Développer ||z — y||%.

+z I .
2. On note m = yT Démontrer I’équivalence suivante :

lx — y|| = ||z — z|| & = — m est orthogonal & y — 2.

Exercice 5. Soit a un nombre complexe. On note E = C,[X] Pespace vectoriel des polynomes & coefficients

complexes de degré inférieur ou égal a 2. On pose :

Y(P.Q) € B, @(P.Q) = P(-1)Q(~1) +aP(0)Q(0) + P(1)Q(1).

1. Montrer que ¢ est linéaire en son second argument.

2. Montrer que ¢ est hermitienne (ou vérifie la symétrie hermitienne) si, et seulement si, a est réel. Dans la
suite, on supposera que a est réel.

3. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a pour que ¢ définisse un produit scalaire hermitien
sur E.

4. On suppose dans cette question que a = 3 (par la question précédente, ¢ est donc un produit scalaire sur

E). On note F = {P € E | P(1) = 0}. Déterminer I'orthogonal de F, noté F-, pour le produit scalaire (.



Correction du Devoir Surveillé 1 - partie commune

Correction de 1’exercice 1

1.

2.

3.

fu() - — . , .
5 = 2-agpde~n® () par croissance comparées, ce qui montre que
1/n n——4o00

Soit x € R. Si z > 0, alors

1 . . . . .
fulz) = n_& . (712 . Par comparaison de séries & termes positifs, la série numérique E fn(x) converge.

Si z = 0, pour tout n € N*, f,(z) =0 (car a > 0), donc la série numérique an(O) converge (la suite de
ses sommes partielle étant constante égale & 0). Si x < 0, alors f,,(z) n’est pas bien défini & cause du z?,
donc la série numérique Z fn(x) ne peut pas converger (elle n’a déja pas de sens). Ainsi, le domaine de

convergence simple de la série de fonctions Z fn est RT.

(a) La fonction g, est dérivable sur ]0; +o00[ par opérations, et pour tout z > 0,

gh(z) = az® te™™ —nzYe " = 2% e (o — na)
qui est du signe de a —nax puisque x*~Le™"* > 0. Ainsi, ¢’ est strictement positive sur ]0; a/n/, s’annule
en a/n et est strictement négative sur Ja/n; +oo|. La fonction g, est donc croissante sur [0; a/n] puis
décroissante sur [a/n;+oo[, avec g,(0) = 0 et IETOO gn(x) = 0 par croissances comparées puisque
n # 0.
(b) Soit n € N*. Comme f, = niagn, I’étude des variations faite & la question précédente montre que la
fonction f,, est bornée sur R*, et atteint son maximum en a/n. On en déduit que

(03

(a) _ (a/n)o‘eﬂm/n _ 9% o

n

”f'fLHoo;]R+ = ;euﬂg ‘fn(x” = Sup fn(l') = fn o 2o

zER+

(. . 1 . . C < 1
En outre, la série de Riemann E —, converge si, et seulement si 2« > 1, ce qui équivaut a o > ok
n

Comme le terme a®e™ est constant non nul, la série numérique E | frlloo:r+ converge si, et seulement

si, v > 3 On en conclut que la série de fonctions Z fn converge normalement sur RY si, et seulement
. 1
S1, & > §

On peut déja remarquer que puisque |(—1)"f,| = |fn| pour tout n, lorsque o > 1/2, la série de fonctions

E (—1)™ f,, converge normalement donc uniformément sur RT, mais cela ne traite pas tous les cas possibles

pour . Soit z € RT, comme f,(x) > 0, la série numérique an(x) est alternée. De plus, |f,(z)] <

m.Oé

— — 0donc |fo(z)] — 0 (on aurait aussi pu se servir de la convergence de la série numérique
n® n—+oo n—-+oo

Z fn(x) pour justifier cette limite). Enfin, comme la suite (n®),en+ est croissante (par positivité de a), les
deux suites (a> et (e7"*),, sont décroissantes et & valeurs positives, donc leur suite produit (f,,(x))nen
n
n
est décroissante. Par le critere des séries alternées, la série Z fn(x) est convergente (ce qui 'on savait déja

puisque la premiére question démontre méme la convergence absolue de cette série). De plus, si on note
—+o0

R, (z) = Z (—1)* fr.(), celui-ci vérifie :
k=n-+1

Ra@)] < (-1 faa(@)] = s (2) < Jul®) < [l = e

La majoration (indépendante de z) étant valable pour tout z € R™, on en déduit que la fonction R, est

bornée sur R* et, puisque la borne supérieure d’un ensemble est le plus petit des majorants de cet ensemble,

a® _
”}%nHaxR+ Sg;ii;e ’ n::;iw 0



car 2« > 0. Ainsi, la suite de fonctions (R, )n,en+ converge uniformément vers la fonction nulle sur RT, ce

qui acheve de démontrer la convergence uniforme de la série de fonctions E (=)™ f,, sur RT.

Correction de ’exercice 2

1. Pour tout n > 2, la fonction u,, est continue sur R*. De plus, pour tout x € Rt, on a 1 4+ n?z2 > 1 d’ou

1 1
< .
n?—1)(1+n?z2) ~ n2-1

fun(@)] = 7

1 . ..
— . Par comparaison de séries

Par conséquent, la fonction u,, est bornée sur R* et [[up||ooipt < 55— ~ 3
n? —1n—s+oon

termes positifs, la série E |t ||oo:r+ converge, ce qui démontre la convergence normale, et en particulier

uniforme, de la série de fonctions E u, sur RT. D’apres le théoréme de continuité pour les séries de fonctions,

—+oo
la fonction somme S = Z est continue sur RT.
n=2
2. e Pour tout n € N, la fonction u,, est continue sur R, et
+oo 1 ‘oo 1 [1 oo T
up(x)| doe = ——dz = — arctan(nx = —— < 4+
/0 | n( )| TLZ*]./O 1+(nx)2 n271 |:Tl ( ):|O 271(71271) +

donc wu,, est intégrable sur RT.

e On a vu ci-dessus que E U, converge normalement donc simplement sur R, et que sa fonction somme

est continue sur R+.

+o0 +oo
e Enfin, par le calcul ci-dessus, / |un ()| de ~ 2L donc la série numérique Z </ [t ()] dm)
0 0

n—-+oo n3
converge.

Par le théoréme d’intégration terme & terme, on en déduit que la fonction S est intégrable sur RT (ce qui

justifie l'existence de I) et

+oo 400 400 T +o00 1
n=2 n=2
1
3. La décomposition en éléments simples (sur R) de la fraction rationnelle F(X) = m est de la forme
b
F(X)= L2 b avec a,b,c € R. En évaluant X F'(X) en 0, on obtient a = —1, puis (X —1)F(X)

X X-1 X+1
en 1 donne b=1/2et (X +1)F(X) en —1 donne ¢ = 1/2 ce qui entraine

a1 12 1)2
L= N£I£m27;(n+n—l+n+l>
N
- Ngrilmg;(vn—vnﬂ) ot Un:;<nil_:b)
. 77 Ry
= NEIEOO 5(1}2 —wvn41) par téléscopage
o
= 5

Correction de 1’exercice 3

1. Le produit scalaire usuel sur R® est défini par :

5
Vo = (zla”'vxf))vy = (2/17~-~a3/5) S R57 <:C,y> = Zzlyv
=1



2. Soit x = (z1,...,75) € R®, avec la notation de la question précédente, on peut écrire :

|x1 4 222 + 3x5 + 424 + 525

[{z,y)| ouy=(1,2,3,4,5)

< lzllllyll  par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
< \/x%+x§+x§+xi+x§\/12+22+32+42+52
< \/x%+x§+a:§+xi+x§><\/55

(les deux derniéres lignes étant en réalité des égalités). De plus, toujours par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
il y a égalité si, et seulement si, les vecteurs = et y sont liés, ce qui équivaut a I’existence d’un réel A € R tel

que x = A(1,2,3,4,5) (puisque y # Ogs).

Correction de 1’exercice 4

1. Par définition de la norme associée & un produit scalaire,

|z —yl* = (x —y,z —y) = (z,2) — (x,9) — (g, 2) + (y,9) = [|=[|* — 2(z, y) + ||y|I?

par bilinéarité puis symétrie du produit scalaire.

2. On a d’une part :

le =yl =z -2 <= |z—y|*>=]|z—z|?* car la norme est positive
=zl = 2(z,y) + llyl? = llel? - 2(x, 2) + |12

= |yl* - 2z,y) = [2]* — 2z, 2)

et d’autre part :

x —m est orthogonal Ay — 2z <— (z—m,y—2)=0
_Yy_Z._ >:

= <:v 2 2,y z 0
1, 15 1 1 I

= () —(@2) = Slll"+ 5y 2) = Sz ) + 5 lll7 =0
1 1

= (2y) = (2,2) = Sllll* + 5ll=1* =0

= |yl? - 2(z,y) = [|2]1* - 2(z, 2)

ce qui montre que
le —y|| = ]z — z|]| <= = —m est orthogonal & y — z.

Correction de 1’exercice 5

1. Soient P,Q, R € E et A € C. Par linéarité de ’évaluation d’un polynéme en un point, on trouve

P(=1) (AQ(=1) + R(~1)) + aP(0) (AQ(0) + R(0)) + P(1) (AQ(1) + R(1))

Ap(P, Q) + ¢(P, R)

o(P,A\Q + R)

donc ¢ est linéaire en son second argument.



2. Supposons que a € R, alors pour tous P,Q € E.

e(P,Q) = P(=1)Q(-1)+aP(0)Q(0)+ P(1)Q(1)
P(-1)Q(-1)+aP(0)Q(0)+ P(1)Q(1) cara=a
©(Q, P)

donc ¢ est hermitienne.

Réciproquement, supposons que ¢ est hermitienne. Alors, pour tous P,Q € F, on a

¢(Q,P) =¢(P,Q) <= Q(-1)P(=1)+aQ(0)P(0) + Q(1)P(1) = P(-1)Q(~1) +aP(0)Q(0) + P(1)Q(1)
= (a—a)Q(0)P(0)=0

En prenant par exemple P = @Q =1, il vient a —a =0 d’ot @ € R.

3. On a déja vu que ¢ : E x E — C est linéaire en son second argument et hermitienne, donc ¢ est une forme
sesquilinéaire sur E. Par conséquent, ¢ est un produit scalaire hermitien sur E si, et seulement si, ¢ est
définie positive.

e Analyse : supposons que ¢ est définie positive, alors pour tout P € E, avec P # 0g, ¢(P,P) > 0

c’est-a-dire
IP(=1)* +a|P(0)]* + |P(1)* > 0.

Prenons par exemple P = X2 —1 qui s’annule en —1 et 1. Comme P # 0g, 0 < ¢(P, P) = 02+a|-1]*+

0% = a donc a est strictement positif.

e Synthese : supposons a > 0, alors pour tout P € F, on a :
2 2 2
@(P,P) = [P(=1)" + a|P(0)" + [P(1)[" = 0

comme somme de termes positifs. De plus, I'égalité o(P, P) = 0 entraine |P(—1)|* = 0, a |P(0)]> =0
et |P(1)|2 = 0. On en déduit que —1,0 et 1 sont tous trois racines de P, avec P de degré au plus 2 par

hypothese, ce qui implique que P est le polynéme nul. Ainsi, ¢ est définie positive.
Finalement, on a montré que ¢ est un produit scalaire hermitien sur F si, et seulement si, a > 0.

4. Afin de déterminer l'orthogonal de F', on commence par déterminer une famille génératrice de F'. Soit

P=ay+a1X +ayX?c E, alors :
PeF < P(1)=0 <= ap+ta1+a2=0 < a9 =—a; —az

dou F ={a1(X — 1) +az(X?—1) € E|ay,a2 € C} = Vect{X — 1, X? — 1}. Par le cours, 'orthogonal de
F correspond & l'ensemble des éléments de E qui sont orthogonaux a la famille {X — 1, X2 — 1}. Ainsi, pour
P=ay+a X +aX?2cE, ona:

p(X-1,P)=0

o(X?2-1,P)=0

— —2(&0 — a1 + (12) —3a9=0
*3&0 =0

< ap=0ceta =as

PeFt — {

On trouve donc finalement F+ = {a;(X + X?) | a; € C} = Vect{X (X + 1)}



