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Math III - Cursus préparatoire 2A Durée : 1 heure et 30 minutes

Partie commune - Devoir numéro 1

Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre.

Dans toutes les questions, il sera tenu le plus grand compte de la rigueur de la rédaction ; toute réponse insuf-
fisamment justifiée sera considérée comme nulle.

Les trois exercices sont indépendants.

Exercice 1. On note R2[X] le R-espace vectoriel des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal à

2. On considère l’endomorphisme f de R2[X] défini pour tout P ∈ R2[X] par :

f(P ) =
1

2

(
P

(
1

2
X

)
+ P

(
1

2
(X + 1)

))
.

On définit ensuite l’application ϕ : R2[X] −→ R par ϕ(P ) = P (1).

On note I3 la matrice identité de M3(R) et on considère la matrice A =

1 1/4 1/8
0 1/2 1/4
0 0 1/4

.

1. Montrer que la matrice de f dans la base canonique Bc =
(
1, X,X2

)
de R2[X] est égale à A.

2. L’application f est-elle injective ? surjective ?

3. (a) Montrer que ϕ est linéaire.

(b) L’application ϕ est-elle surjective ?

(c) Déterminer une base de Kerϕ.

4. (a) Justifier que la famille B′ =
(
1,−2X + 1, 6X2 − 6X + 1

)
est une base de R2[X].

(b) Écrire la matrice de passage Q de la base canonique Bc à la base B′ =
(
1,−2X + 1, 6X2 − 6X + 1

)
.

(c) Justifier que la matrice Q est inversible et calculer son inverse.

(d) Écrire la matrice B de f dans la base B′ =
(
1,−2X + 1, 6X2 − 6X + 1

)
. Quelle relation lie A et B ?

(e) Calculer An pour tout n ∈ N. On explicitera les neuf coefficients de An.

(f) Pour n ∈ N et P = aX2 + bX + c ∈ R2[X], déterminer fn(P ) en fonction de a, b et c.

(g) En déduire :

∀P ∈ R2[X], lim
n→+∞

ϕ (fn(P )) =

∫ 1

0

P (t)dt.

Exercice 2. Les deux questions sont indépendantes.

1. La fonction f : x 7−→ e−3x
4+4x3

est-elle intégrable sur [3; +∞[ ?

2. (a) Étudier la limite lorsque x tend vers 0+ de la fonction g : x 7−→ sin(x) ln(sin(x)).

(b) En déduire la nature de l’intégrale

∫ π/2

0

g(x) dx.
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Exercice 3. Soient a et b deux réels vérifiant a > b. On considère la fonction

h : ]0; +∞[ −→ R

t 7−→ eat − ebt

t5/4

1. Expliquer brièvement pourquoi la convergence de l’intégrale

∫ +∞

0

h(t) dt équivaut à l’intégrabilité de h sur

]0; +∞[.

2. (a) Déterminer un équivalent simple de h(t) lorsque t tend vers 0+.

(b) Montrer que h est intégrable sur [0;A] pour tout réel A > 0.

3. Soit A > 0 fixé. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a pour que h soit intégrable sur

[A; +∞[.

Indication : penser à distinguer les cas suivant le signe de a.
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Correction du Devoir Surveillé 1 - partie commune

Correction de l’exercice 1

1. On a :

f (1) =
1

2
(1 + 1) = 1

f (X) =
1

2

(
1

2
X +

1

2
(X + 1)

)
=

1

2
X +

1

4

f
(
X2
)

=
1

2

((
1

2
X

)2

+

(
1

2
(X + 1)

)2
)

=
1

2

(
1

4
X2 +

1

4
X2 +

1

2
X +

1

4

)
=

1

4
X2 +

1

4
X +

1

8

Donc la matrice de l’endomorphisme f dans la base Bc de R2[X] est :

A =

1 1/4 1/8
0 1/2 1/4
0 0 1/4

 .

(La colonne j est constituée du vecteur colonne des coordonnées de f(Xj−1) (j-ième vecteur de la base Bc)
dans la base Bc).

2. La matrice A est triangulaire supérieure, donc son déterminant est le produit de ses termes diagonaux.

Ainsi detA =
1

8
. Comme A est de déterminant non nul, la matrice A est inversible. Puisque A est la

matrice de l’endomorphisme f dans une base de R2[X], celui-ci est donc bijectif. Ainsi l’application f

est injective et surjective. On peut aussi dire que la matrice étant échelonnée, son rang est 3. Par suite,

rang(f) = 3 = dim(R2[X]) donc Im(f) = R2[X] ce qui démontre que f est surjective. Puisque f est un

endomorphisme d’un espace vectoriel de dimenion finie, cela entrâıne aussi son injectivité.

3. (a) Soient λ ∈ R et P,Q ∈ R2[X], alors ϕ(λP +Q) = (λP +Q)(1) = λP (1) +Q(1) = λϕ(P ) +ϕ(Q) ce qui

prouve la linéarité de ϕ.

(b) L’application ϕ est une forme linéaire non nulle (car ϕ(1) = 1 par exemple), donc dim Im(ϕ) ≥ 1.

Comme de plus, Imϕ ⊂ R avec dim(R) = 1, on en conclut que Im(ϕ) = R et donc que ϕ est surjective.

(c) On vérifie que les polynômes X−1 et X2−1 appartiennent au noyau de ϕ. Comme ces deux polynômes

ne sont pas colinéaires, la famille
(
X − 1, X2 − 1

)
est libre dans Kerϕ. Comme de plus, le noyau de ϕ

est de dimension 2 par le théorème du rang, la famille
(
X − 1, X2 − 1

)
est une base du noyau de ϕ.

4. (a) Comme les polynômes sont de degré échelonnés, la famille est libre dans R2[X]. Comme son cardinal

est égal à la dimension de R2[X], il s’agit aisni d’une famille libre maximale et donc d’une base de

R2[X].

(b) La matrice de passage de la base canonique Bc à la base B est :

Q =

1 1 1
0 −2 −6
0 0 6

 .
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(c) Comme Q est la matrice de passage entre deux bases de R2[X], elle est inversible.

Pour inverser la matrice Q, on cherche la matrice de passage de la base B′ à la base canonique Bc de

R2[X]. Pour cela, on note P1 = 1, P2 = −2X + 1 et P3 = 6X2− 6X + 1 les polynômes de la base B′ et

on exprime les polynômes de la base Bc en fonction de ceux-ci. On a

 P1 = 1
P2 = −2X + 1
P3 = 6X2 − 6X + 1

soit
1 = P1

X =
1

2
(1− P2) =

1

2
P1 −

1

2
P2

X2 =
1

6
(P3 + 6X − 1) =

1

6
P3 +

1

2
P1 −

1

2
P2 −

1

6
P1 =

1

6
P3 −

1

2
P2 +

1

3
P1

Ainsi la matrice de passage de la base B′ à la base Bc est :

Q−1 =

1 1/2 1/3
0 −1/2 −1/2
0 0 1/6

 .

On aurait aussi pu utiliser la “méthode du miroir” : en partant de (Q | I3) et en effectuant par exemple

successivement les opérations L2 ← −
1

2
(L2 + L3), puis L3 ←

1

6
L3 et enfin L1 ← L1 − L2 − L3 afin

d’obtenir la matrice (I3 | Q−1).

(d) La formule de changement de base montre que la matrice de f dans la base B′ est :

B = Q−1AQ

=

1 1/2 1/3
0 −1/2 −1/2
0 0 1/6

1 1/4 1/8
0 1/2 1/4
0 0 1/4

1 1 1
0 −2 −6
0 0 6


=

1 0 0
0 1/2 0
0 0 1/4


On aurait aussi pu utiliser directement la définition de la matrice d’un endomorphisme dans une base

et calculer les images des vecteurs de B′ par f .

(e) On montre par récurrence que An = QBnQ−1.

Soit n ∈ N. On a :

An = QBnQ−1

=

1 1 1
0 −2 −6
0 0 6

1 0 0
0 1/2n 0
0 0 1/4n

1 1/2 1/3
0 −1/2 −1/2
0 0 1/6


=

1 1/2− 2−n−1 1/3 + 2−2n/6− 2−n−1

0 2−n 2−n − 2−2n

0 0 4−n


(f) Soit n ∈ N. La matrice de l’endomorphisme fn dans la base canonique Bc de R2[X] est An. Notantcb

a

 la matrice coordonnées de P dans la base Bc, on obtient que la matrice coordonnées de fn(P )

dans la base Bc est :

An

cb
a

 =

1 1/2− 2−n−1 1/3 + 2−2n/6− 2−n−1

0 2−n 2−n − 2−2n

0 0 4−n

cb
a


=

c+
(
1/2− 2−n−1

)
b+

(
1/3 + 2−2n/6− 2−n−1

)
a

2−nb+
(
2−n − 2−2n

)
a

4−na
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Ainsi :

fn (P ) = c+

(
1

2
− 1

2n+1

)
b+

(
1

3
+

1

6× 22n
− 1

2n+1

)
a+

(
1

2n
b+

(
1

2n
− 1

22n

)
a

)
X +

1

4n
aX2.

(g) Soit P ∈ R2[X], que l’on écrit P = aX2 + bX + c. Pour n ∈ N :

ϕ (fn(P )) = c+

(
1

2
− 1

2n+1

)
b+

(
1

3
+

1

6× 22n
− 1

2n+1

)
a+

(
1

2n
b+

(
1

2n
− 1

22n

)
a

)
+

1

4n
a

Alors :

lim
n→+∞

ϕ (fn(P )) = c+
b

2
+
a

3

D’autre part, on vérifie : ∫ 1

0

P (t)dt = c+
b

2
+
a

3

On a donc l’égalité :

lim
n→+∞

ϕ (fn(P )) =

∫ 1

0

P (t)dt.

Correction de l’exercice 2

1. La fonction f est continue et à valeurs positives sur [3; +∞[, donc elle est intégrable sur tout segment de la

forme [3;A] avec A > 3. De plus, on remarque que pour x ≥ 3,

x2f(x) = e−3x
4+4x3+2 ln(x)

= e−3x
4(1− 4

3x−
2 ln x
3x4 ) −→

x→+∞
0

par composition de limites puisque par croissance comparée, lim
x→+∞

(
1− 4

3x
− 2 lnx

3x4

)
= 1 et ainsi

lim
x→+∞

−3x4
(

1− 4

3x
− 2 lnx

3x4

)
= −∞. Il s’ensuit que f(x) = o

x→+∞

(
1

x2

)
. Puisque la fonction de Riemann

x 7−→ 1

x2
est intégrable sur [3; +∞[ (car 2 > 1), par comparaison de fonctions positives, il en est de même

de la fonction f .

2. (a) Remarquons tout d’abord que g est définie au moins sur ]0;π[ puisque sin(x) > 0 pour tout x ∈]0;π[.

Comme sin(x) −→
x→0+

0, par composition de limite et ensuite croissance comparée, lim
x→0+

sin(x) ln(sin(x)) =

lim
u→0+

u ln(u) = 0. Ainsi, g(x) tend vers 0 lorsque x→ +0+.

(b) Par produit et composée de fonctions continues, la fonction g est continue sur
]
0;
π

2

[
(à valeurs négatives

puisque 0 < sin(x) ≤ 1 pour x ∈]0;π[). D’après la question précédente, elle est de plus prolongeable

par continuité en 0 (en posant g(0) = 0), ce qui démontre que g (ainsi prolongée) est intégrable sur le

segment
[
0;
π

2

]
. Ainsi, l’intégrale

∫ π/2

0

g(x) dx converge (elle est même absolument convergente).

Correction de l’exercice 3

1. Par définition, (comme h est continue sur ]0; +∞[) h est intégrable sur ]0; +∞[ si et seulement si l’intégrale∫ +∞

0

|h(t)| dt converge. Soit t ∈]0; +∞[, puisque a > b, par croissance de l’exponentielle, eat > ebt donc h

est à valeurs strictement positives sur ]0; +∞[, d’où |h(t)| = h(t) pour tout t ∈]0; +∞[. Ainsi, h est intégrable

si et seulement si l’intégrale

∫ +∞

0

h(t) dt converge.
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2. (a) Lorsque t → 0, on a aussi at → 0 et bt → 0 donc on peut utiliser le développement limité de l’expo-

nentielle en 0 pour obtenir

eat − ebt = (1 + at)− (1 + bt) + o
t→0

(t)

= (a− b)t+ o
t→0

(t)

∼
t→0

(a− b)t (car a− b 6= 0)

ce qui entrâıne h(t) ∼
t→0

(a− b)t
t5/4

=
(a− b)
t1/4

.

(b) Puisque h est continue sur ]0; +∞[, h(t) ∼
t→0

(a− b)
t1/4

et la fonction de Riemann t 7−→ 1

t1/4
est intégrable

sur ]0;A] pour tout A > 0 (car 1/4 < 1), on en déduit par comparaison de fonctions positives que h

est intégrable sur [0;A] pour tout A > 0.

3. On cherche ici encore un équivalent de f(t) lorsque t → +∞. On met le terme dominant en facteur au

numérateur : eat − ebt = eat
(
1− e(b−a)t

)
d’où

f(t)

eat
= 1 − e(b−a)t −→

t→+∞
1 puisque b − a < 0. Ainsi,

h(t) ∼
t→+∞

eat

t5/4
. On distingue alors les cas suivant le signe de a.

• Si a > 0, h(t) −→
t→+∞

+∞, donc il existe B > A tel que pour tout t ≥ B, h(t) ≥ 1, ce qui démontre que h

n’est pas intégrable sur [B; +∞[ et par conséquent sur [A; +∞[.

• Si a = 0, h(t) ∼
t→+∞

1

t5/4
avec

5

4
> 1, donc h est intégrable sur [A; +∞[ par comparaison de fonctions

positives.

• Si a < 0, alors par croissance comparée, lim
t→+∞

t2h(t) = 0 donc h(t) = o
t→+∞

(
1

t2

)
ce qui démontre que h

est intégrable sur [A; +∞[.

Au final, la fonction h est intégrable sur ]0; +∞[ si et seulement si a ≤ 0.
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