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Injectivité et surjectivité pour des applications quelconques:

Exercice 11 Soit E, F et G trois ensembles non vides. Soit f € F(E, F) et g € F(F,G).

1. On suppose g o f injective. Montrer que f est injective et que g I'est aussi si f est surjective.

2. On suppose g o f surjective. Montrer que g est surjective et que f 'est aussi si g est injective.

Démonstration. 1. (a) Premiére méthode: On suppose que g o f est injective. Montrons que f est

injective (c’est a dire que VY, 2’ € E, (f(z) = f(2') = z = 2/).

Soit z,2" € E. Si f(z) = f(a'), alors, en appliquant la fonction g, on obtient g(f(z)) =
g(f(z")), c’est a dire go f(x) = go f(2'). Comme g o f est injective, z = '

D’ou f est injective.

Deuzieme méthode: Soit x,z’ € E. Alors

flx) = f(@') = g(f(z)) = g(f(2"))
= go f(z) =go f(2)
= 1 =2’ car go f est injective.

D’ou f est injective.

On suppose de plus que f est surjective. Soit y,y’ € F. On suppose que g(y) = g(y'). Comme
f est surjective, il existe x,2’ € E tels que y = f(z) et ¥/ = f(2/). On a alors

Comme g o f est injective, on obtient z = z’.

Premiére méthode: Montrons que g est surjective (c’est-a-dire que Vz € G,3y € F,g(y) = z).
Soit z € G. La fonction g o f étant surjective, il existe x € E tel que g o f(z) = z, on pose
alors y = f(z), ce qui montre le résultat attendu.

Deuzxieme méthode: On a:

go [ est surjective =Vze G, dr € FE, go f(x) =
=>Vze G drcE, g(f(x)) =
=VzeG,yeF, gly ==

= g est surjective.

On suppose de plus que g est injective. Montrons que f est surjective.
Soit y € F, on note z = ¢(y) € G. La fonction g o f étant surjective, il existe z € E tel
que go f(x) = z. On a alors g(y) = g(f(z)) et donc, par injectivité de g, y = f(x). D’ou la
surjectivité de f.

O
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Exercice 13 Soit E et F' deux ensembles non vides et f: E — F.
1. Montrer que, pour tout B C F, f(f~Y(B)) = Bn f(F).
2. En déduire que si f est surjective alors, pour tout B € P(F), f(f~*(B)) = B.
3. Montrer que, pour tout A C E, A C f~'(f(A)).
4. Montrer que si f est injective alors, pour tout A € P(E), f~1(f(A)) = A.

Démonstration. 1. Cette question est presque tautologique, car il suffit de réécrire les définitions de
ye f(A) etz e f~H(B).
Soit B C F.

Premiere méthode: par double inclusion.

(C) On commence par montrer que f(f~'(B)) C BN f(E).
Soit y € f(f‘l(B)) Montrons que y € BN f(E) y € f(f~1(B)) veut dire (par définition)
qu'il existe x € f~1(B) tel que y = f(z). z € f~1(B) veut dire (par définition) que f(x) € B,

g
et de plus f(z) € f(F). Dony = f(x) € BN f(E)
(D) Montrons maintenant l'inclusion réciproque.
Soit y € BN f(F). Puisque y € f(F), il existe z € F tel que f(z) = y. Or f(zx) =y € B,
donc z € f7Y(B), puis y € f(f*(B)).

On a donc bien f(f~Y(B)) = BN f(E). Deuziéme méthode: Directement en passant aux éléments.
Soit y € F. On a alors:

y € f(f7(B) & Jwe [TH(B)y=[(2)
e dre B f(x) € B, f(z) =
syeBetye f(E)

s ye BN f(E).

Dot f(f~1(B)) = B f(E).

2. Si f est surjective, alors f(E) = F, ainsion aVB C F, f(f~%(B))=BnN f(E)=BNF = B.

3. Soit A C E. Soit x € A. Par définition de ’ensemble f~'(-), il suffit de montrer que f(z) € f(A),
ce qui est immédiat! D’out A C f1(f(A)).

4. On suppose maintenant que f est injective, on cherche a montrer I'inclusion réciproque dans la
question précédente.
Soit A C E. Soit x € f7'(f(4)). On a donc f(x ) € f(A). Il existe donc 2/ € A tel que

f(z) = f(2'). Comme f est injective, on obtient x = 2’ € A. D’ott © € A. On a ainsi montré

AC fHf(A)). .

Exercice supplémentaire 1 Soit E et F' deux ensembles non vides et f : E — F. Montrer que
f injective ssi VA, B C E, f(AN B) = f(A)N f(B).

Une petite remarque: la contraposée de:
f injective = VA, B C E, f(ANB) = f(A)N f(B).

est

JA,BC E,f(ANB) # f(A)N f(B) = f n'est pas injective.
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Démonstration. On montre le résultat par double implication.

(=) On suppose f injective. Montrons que VA, B C E, f(ANB) = f(A) N f(B). D’apres l'exercice
7 de la fiche 2, il suffit de montrer que f(A)N f(B) C f(AN B).
Soit A, B C E, et soity € f(A)Nf(B).y € f(A) donc il existe x € A tel que f(z) = y. De méme
y € f(B) donc il existe 2’ € B tel que f(a') = y. D'ou f(z) = f(2'), et comme f est injective,
r=2'€ ANDB. Puisy = f(z) € f(AN B).
On a montré que f(A)N f(B) C f(AN B).

(<) On suppose que VA, B C E, f(AN B) = f(A) N f(B). Montrons que f est injective.
Soit z,x’ € F tels que f(x) = f(a'). On posey = f(x), A = {z} et B = {2}. D’apres 'hypothese,

on a alors
{v} = f{z}) n f({2'}) = f{z} n{2'}).

Siz # 2, alors {z} N{2’'} = 0 ce qui est impossible vu que f({z}N{z'}) ={y} #0. D'onz =2’
Ainsi f est injective.
[

Injectivité et surjectivité pour des applications sur des ensembles:
Exercice supplémentaire 2 Soit E, F' deux ensembles finis, et f : £ — F une application de F
dans F'. Montrer que:
1. f surjective implique card(E) > card(F);
2. f injective implique card(E) < card(F).
Démonstration. C’est une application directe du principe des tiroirs:
http://fr.wikipedia.org/wiki/Principe_des_tiroirs
Le principe des tiroirs nous dit que card(f(F)) < card(E). On a de plus égalité ssi f est injective.
1. Supposons f injective. On a f(E) C F, donc card(f(F)) < card(F). Or f est injective, donc
card(E) = card(f(F)). D’ou card(E) < card(F).
2. Supposons f surjective, c’est a dire f(E) = F. Par le principe des tiroirs, on a card(E) >
card(f(F)). D’ou card(E) > card(F).
[

Exercice 10 Soit F, F' deux ensembles finis de méme cardinal, et f : E — F une application de F
dans F'. Montrer que f est bijective ssi f est surjective ssi f est injective.

Démonstration. 1l nous suffit de montrer que f est injective ssi f est surjective.
— (=) On suppose f injective. On a alors card(f(F)) = card(E) = card(F'). Or f(E) C F donc
f(E) =F, c’est a dire f est surjective (si A C F, alors A = F ssi card(A) = card(F)).
— («=) On suppose f surjective. On a alors card(f(E)) = card(F) = card(E), ce qui montre que f
est injective.

]
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