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Partie commune - Devoir n° 4

Correction de ’exercice 1. 1) Soit A un ensemble fini de points dans R. Celui-ci ne peut consister qu’en un
ensemble {x1,...,z,} avec n < 0o et x; < x;41 pour j € {1,...,n — 1}. Comme un singleton {z;} dans R est
fermé et qu’une union finie de fermés est fermée, I’ensemble A est fermé et A = A. Comme il n’existe aucun r > 0
tel que B(xzj,r) C A, on déduit que A= 0, et donc Fr(A) = A.

2) On considére ’ensemble N dans R. On a

NY =] — 00,0] U (UjeN ]jaj+1[)'

Comme toute union d’ouverts est ouverte, et que chacun des ensemble ci-dessus est ouvert, on conclut que N¢
—_— o]
est ouvert, et donc que N est fermé. Donc N = N, et comme ci-dessus on déduit facilement que N= 0, et donc
Fr(N)=N.
3) Soit B := {(z,y,2) € R® | 2 > 2}. Pour tout p := (z,y,2) € B, on remarque que B(p,‘z—;m) C B. Ainsi,
[e]
B est ouvert, et B= B. En considérant les suites ((x,y, 2+1 /n))n contenues dans B, on vérifie que ces suites

convergent vers des éléments de {(x,y,z) € R?’J z > 2}. Comme cet ensemble est fermé, et que c’est le plus petit
fermé contenant les limites de ces suites, on a B = {(z,y,2) € R® | 2 > 2}. On en déduit que Fr(B) = {(z,y,2) €
R3 |z =2}.

4) Soit D :={(z,y) e R? | (x —1)? +y? < let (z — 5)? +y? > = }. On remarque que

D¢ =B((3,0.3) U [B((,0).1)°

Comme D€ est 'union d’un ouvert et d’un fermé, il n’est ni ouvert ni fermé. Il en est alors de méme pour D qui n’est

ni ouvert ni fermé. Pour tout 6 € [0, 27) on peut considérer les suites ((1+ (1 —1/n)cos(d), (1 —1/n)sin(9))), .,

contenues dans D et qui convergent vers (1 4 cos(f),sin(6)) € m On obtient alors que
D={(z,y) R (@~ 1)>+3? < Lot (z - 4)2 +92 > &),

Par ailleurs, on vérifie que {(z,y) € R? | (x— 1) +y? < let (z— )2 +y? > L} est un ensemble ouvert dans D,

et qu’il est le plus grand ouvert inclu dans D. Il est donc égal a ZO), et on a alors
Fr(D)={(z,y) eR* | (z = 1)?+32 =1} U{(z,9) eR? | (z — 3)* + > = 15 }.

Cet exercice est noté sur 6 points (1,5 points par question). La clarté et la concision des preuves
ont été prises en compte.

Correction de 1’exercice 2. On considere E un espace vectoriel normé et K une partie compacte de E. Soit
f : E'— R une application continue, et soit £ := inf,cx f(z).

1) Comme f est continue, 'image par f du compact K est un compact de R. En particulier, f(K) est un borné
et un fermé de R, et donc inf,c i f(x) est bien défini. Ainsi, par définition de 'infimum, il existe pour tout € > 0
un élément x € K tel que 0 < f(x) — ¢ < e. En prenant successivement ¢ = % pour tout n € N*, on construit
ainsi une suite (z,)nen+ d’éléments de K tels que

0< fzn)—0<—. (1)

S|

2) K étant un ensemble compact, la suite (2, )nen+ admet une sous-suite convergente dans K, notée (,(y))nen-
pour une fonction croissante ¢ : N* — N*. La limite de cette sous-suite est notée zo, € K. On déduit alors de (1)
et de la continuité de f que

€= f(zoo)| <= f(2pm) + [f(Tom)) = f(#e0)] — 0 pour 1 — oo,

d’ot1 on conclut que f(zs) = ¢.



La conclusion obtenue par ces deux premiers points est qu'une fonction continue prend son minimum sur un
compact. Attention, ce résultat n’est pas forcément vrai pour une fonction continue sur un ensemble qui n’est
pas compact. Par exemple la fonction f : ]0,00[— R définie par f(z) = < ne prend pas sa valeur minimal sur
Iensemble [1, 0o (qui n’est pas un ensemble compact).

3) On consideére maintenant le cas F = R et on suppose que f vérifie f(x) # = pour tout z dans K. On définit
alors g : K — R par g(z) = |f(z) — «|. La fonction ainsi définie est alors continue sur le compact K, et par ce qui
a été démontré ci-dessus, il existe zo, € K tel que inf,cx g(z) = g(2oo). Comme g(z) #  pour tout z € K, on a
forcément (o) = |f(Zoo) — Too| # 0, et donc en posant € = g(z) > 0, on conclut que

g(x) > ylg’(g(y) =9(xe0) =€ pour tout z € K.

Cet exercice est noté sur 4 points.

Correction de I’exercice 3. Eléments propres de C'C
ay
a2

Soit C'= | | € Mu1(R) et M = C('C). On suppose que >_ | a? = |C|I* # 0

an
. Chercher le rang de M.
. Calculer MC et en déduire que ||C||* est une valeur propre de M.

. Calculer le polynéme caractéristique de M.

O

. M est-elle diagonalisable ?

Correction de I’exercice 4. Soit u ’endomorphisme de R,,[X] défini par :

u:RL[X] — R,[X]
P — X"P(1/X).

1. Déterminer u o w.

2. En déduire que u est diagonalisable.

Correction de ’exercice 5. Pour montrer que Uensemble D = {u,, | n € N} U {ux} est un compact de RP, on
va montrer que D est borné et fermé (ce qui est équivalent & compact car RP est de dimension finie).

1) Par définition de la convergence de la suite, il existe N € N tel que u, € B(ue,1) pour tout n > N. En
posant alors d = max;c(o,....N} |[too — ujll, 0N & que [|uee — up|| < d+1 pour tout n € N, ou de fagon équivalente
Un € B(Uoo,d~+1). Ainsi D C B(uwo,d + 1), et donc D est borné.

2) Pour montrer que D est fermé, on va montrer que D¢ est ouvert. Soit z € D. On a alors que ||z — uso| > 0
et B(z, ”93772%"”) N B(too, W) = (). Par la définition de la convergence, il existe N € N tel que u, €

B (tso, W) pour tout n > N. En posant alors 6 = minjco,.. ny ||z — uj]| et r = min{4, [|[2 — u||}, on

obtient finalement que u, ¢ B(xz, ) pour tout n € NU {oo}. En d’autres termes, D N B(x, §) = (), c’est-a-dire

B(z, %) C D€, ce dernier est donc un ensemble ouvert.
Cet exercice est noté sur 4 points.



