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Math IV - Cursus préparatoire 2A

Partie commune - Devoir numéro 4

Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre.

Dans toutes les questions, il sera tenu le plus grand compte de la rigueur de la rédaction ; toute réponse insuf-
fisamment justifiée sera considérée comme nulle.

Tous les exercices sont indépendants.

Partie ANALYSE

Barême indicatif : Exercice 1 : 6 pts (2 + 2 + 2), Exercice 2 : 5 pts (1 + 2 + 2).

Exercice 1. (Faire un dessin des ensembles A et B pourrait vous aider mais une réponse formelle aux questions

est attendue.)

1. Soit

A = {(x, y) ∈ R2; −x < y ≤ −x+ 1}.

A est-il un ouvert, fermé de R2 ?

2. Soit

B = {(x, y) ∈ R2;
1

4
≤ (x− 1)2 + y2 ≤ 1}.

a. Montrer que B est un compact de R2.

b. Déterminer l’adhérence, l’intérieur et la frontière de B.

Exercice 2. On considère E = C([0; 2π];C) muni de la norme ‖ . ‖∞.

Le but de l’exercice est de montrer que la boule unité fermée B∞(0E , 1) de (E, ‖ . ‖∞) n’est pas compacte.

Pour tout n ∈ N, on définit l’application fn : [0; 2π] −→ C par fn(x) = einx pour tout x ∈ [0; 2π].

1. Montrer que fn ∈ B∞(0E , 1) pour tout n ∈ N.

2. Montrer que pour tout n, p ∈ N tel que n 6= p, ‖fn − fp‖∞ = c > 0 ; la constante c est à déterminer.

3. En déduire que B∞(0E , 1) n’est pas compacte.
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Correction de la partie Analyse du DS4

Exercice 1 On travaille sur R2, toutes les normes sont équivalentes, on peut travailler avec la norme qu’on veut.

1. Soit

A = {(x, y) ∈ R2; −x < y ≤ −x+ 1} = {(x, y) ∈ R2; 0 < x+ y ≤ 1}

Figure 1 – Ensemble A

i) A n’est pas un fermé de R2 car par exemple un = ( 1
n , 0) ∈ A pour tout n ∈ N∗ car 0 < 1

n ≤ 1 pour

tout n ∈ N∗ et lim
n
un = (0, 0) /∈ A.

Remarque : On aurait pu prendre n’importe quelle suite d’éléments de A qui converge vers un

élément de la droite y = −x. Par exemple pour x ∈ R fixé, un = (x,−x+ 1
n ) ∈ A pour tout n ∈ N∗ car

0 < x− x+ 1
n = 1

n ≤ 1 et lim
n
un = (x,−x) /∈ A.

ii) A n’est pas un ouvert de R2 car :

1ère méthode : Par exemple u = (1, 0) ∈ A et pour tout r > 0, B2(u, r) 6⊂ A. En effet, prenons par

exemple v = (1 + r
2 , 0), v ∈ B2(u, r) car ‖v − u‖2 = r

2 < r et v /∈ A car xv + yv = 1 + r
2 > 1 car r > 0.

Remarque : On aurait pu prendre n’importe quel élément de la droite y = −x+1 , donc u = (x,−x+

1), x ∈ R fixé, et montrer que pour tout r > 0, B2(u, r) 6⊂ A. Prenons par exemple v = (x+ r
2 ,−x+ 1),

v ∈ B2(u, r) car ‖v − u‖2 = r
2 < r et v /∈ A car xv + yv = 1 + r

2 > 1 car r > 0.

2ème méthode : On va montrer que A{ (= {(x, y) ∈ R2; y + x ≤ 0 ou y + x > 1}) n’est pas un

fermé de R2.

Soit un = (1+ 1
n , 0) pour tout n ∈ N∗. On a un ∈ A{ ∀n car xun

+yun
= 1+ 1

n > 1 et lim
n
un = (1, 0) ∈ A

(i.e. /∈ A{).

Par suite A{ n’est pas un fermé de R2 et donc A pas ouvert de R2.
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2. Soit

B = {(x, y) ∈ R2;
1

4
≤ (x− 1)2 + y2 ≤ 1}.

Figure 2 – Ensemble B

a. Montrer que B est un compact de R2. Comme R2 est de dimension finie ( égale à 2), les compacts de

R2 sont les fermés bornés. Montrons donc que B est un fermé borné de R2.

i) Montrons que B est un fermé de R2.

1ère méthode

B = B2((1, 0), 1) \B2((1, 0),
1

2
) = B2((1, 0), 1) ∩B2((1, 0),

1

2
){.

Comme B2((1, 0), 1) est un fermé de R2 car boule fermée et B2((1, 0), 12 ){ est un fermé de R2 car

complémentaire d’une boule ouverte de R2 donc d’un ouvert de R2, on déduit que B est un fermé

de R2 car intersection de deux fermés de R2.

2ème méthode : Soit
f : R2 → R

(x, y) 7→ (x− 1)2 + y2

f est continue car polynomiale et on a B = f−1([ 14 , 1]) . Comme f est continue et [ 14 , 1] est un

intervalle fermé de R donc un fermé de R alors B est un fermé de R2.

3ème méthode : Par critère séquentiel

Soit (un)n = ((xn, yn))n une suite d’éléments de B qui converge dans R2 vers u = (x, y). Montrons

que u ∈ B i.e. montrons que 1
4 ≤ (x− 1)2 + y2 ≤ 1.

On a pour tout n ∈ N, un ∈ B et donc

1

4
≤ (xn − 1)2 + y2n ≤ 1 (1)

D’autre part

lim
n
un = u dans R2 ⇐⇒ lim

n
xn = x et lim

n
yn = y dans R. (2)
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En passant à la limite dans (1) et en utilisant (2) et les propriétés des limites de suites, on obtient

1

4
≤ lim

n
(xn − 1)2 + lim

n
y2n = (x− 1)2 + y2 ≤ 1.

D’où u ∈ B.

Par suite, B est un fermé de R2.

ii) Montrons que B est borné dans R2.

Soit u = (x, y) ∈ B. On a alors 0 < 1
4 < (x − 1)2 + y2 ≤ 1 et donc en particulier (x − 1)2 ≤ 1 et

y2 ≤ 1 (car (x− 1)2 ≥ 0 et y2 ≥ 0).

Comme t 7→
√
t est croissante sur R+, on a alors |x− 1| ≤ 1 et |y| ≤ 1.

Donc |x| = |x− 1 + 1| ≤ |x− 1|+ 1 ≤ 2 et |y| ≤ 1.

Par suite ‖u‖∞ = max(|x|, |y|) ≤ 2 pour tout u ∈ A.

D’où B est borné dans R2.

Remarque : On aurait pu dire que B ⊂ B2((1, 0), 1) avec B2((1, 0), 1) bornée car boule (en effet

∀u ∈ B(a, r), ‖u‖ ≤ ‖u− a‖+ ‖a‖ ≤ r + ‖a‖ avec ici r = 1 et a = (1, 0), ‖a‖2 = 1).

Conclusion B est un fermé borné de R2 de dimension finie par suite B est un compact de R2.

b. i) Comme B est fermé, B = B.

ii) Montrons que
◦
B = {(x, y) ∈ R2; 1

4 < (x− 1)2 + y2 < 1}.

On a B = B2((1, 0), 1) ∩B2((1, 0), 12 ){. Donc

◦
B =

◦ˇ�B2((1, 0), 1) ∩

◦ˇ�
B2((1, 0),

1

2
){

= B2((1, 0), 1) ∩B2((1, 0),
1

2
)

{

= B2((1, 0), 1) ∩
Å
B2((1, 0),

1

2

ã{

= {(x, y) ∈ R2;
1

4
< (x− 1)2 + y2 < 1}

où on a utilisé le fait que dans un espace vectoriel normé E,

◦

Ȧ ∩ C =
◦
A ∩

◦
C pour tout A,C ⊂ E,

que

◦ıA{ = A
{

et

◦˚�B(a, r) = B(a, r) et B(a, r) = B(a, r) pour tout a ∈ E, r > 0.

iii)

Fr(B) = B \
◦
B = B \

◦
B

= {(x, y) ∈ R2; (x− 1)2 + y2 =
1

4
} ∪ {(x, y) ∈ R2; (x− 1)2 + y2 = 1}

= C((1, 0),
1

2
) ∪ C((1, 0), 1).

Exercice 2

1. On a pour tout n ∈ N, fn : [0; 2π] −→ C définie par x 7→ einx = sin(nx) + i cos(nx) est continue sur

[0, 2π] car ses fonctions coordonnées (dans la base {1, i} de C qui est un R espace vectoriel de dimension 2)

x 7→ cos(nx) et x 7→ sin(nx) sont continues sur [0, 2π] comme sinus et cosinus sont continues sur R.

Donc pour tout n ∈ N, fn ∈ E.
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D’autre part, pour tout n ∈ N et pour tout x ∈ [0, 2π], |fn(x)| = |einx| = 1 et donc ‖fn‖∞ = sup
x∈[0,2π]

|fn(x)| =

1.

Par suite, fn ∈ S∞(0E , 1) ⊂ B∞(0E , 1) pour tout n ∈ N.

2. Soit n, p ∈ N tel que n 6= p. Calculons tout d’abord |einx − eipx| pour tout x ∈ [0, 2π].

1ère méthode : On a

einx − eipx = ei
n+p
2 x

Ä
ei

n−p
2 x − e−i

n−p
2 x
ä

= 2i sin(
(n− p)x

2
)ei

n+p
2 x

où on a utilisé le fait que eiθ − e−iθ = 2iIm(eiθ) = 2i sin θ pour tout θ ∈ R.

Donc |einx − eipx| = 2| sin( (n−p)x
2 )|.

On a alors pour tout x ∈ [0, 2π], |einx − eipx| = 2| sin( (n−p)x
2 )| ≤ 2. Donc 2 est un majorant de {|einx −

eipx|; x ∈ [0, 2π]}.

Et comme pour x0 = π
|n−p| ∈ [0, 2π], |einx0 − eipx0 | = 2| sin(±π2 )| = 2, on déduit alors que

‖fn − fp‖∞ = sup
x∈[0,2π]

|einx − eipx| = |einx0 − eipx0 | = 2

pour tout n 6= p.

2ème méthode : On a

|einx − eipx|2 = (einx − eipx)(einx − eipx)

= (einx − eipx)(e−inx − e−ipx)

= 2− (ei(n−p)x + e−i(n−p)x)

= 2− 2 cos((n− p)x)

où on a utilisé le fait que eiθ + e−iθ = 2Re(eiθ) = 2 cos θ pour tout θ ∈ R.

(On aurait pu aussi dire |einx−eipx|2 = |(cos(nx)−cos(px))+i(sin(nx)−sin(px))|2 = (cos(nx)−cos(px))2+

(sin(nx) − sin(px))2 = cos2(nx) + cos2(px) − 2 cos(nx) cos(px) + sin2(nx) + sin2(px) − 2 sin(nx) sin(px) =

2− 2 cos((n− p)x)).

On obtient alors |einx − eipx| =
√

2
√

1− cos((n− p)x) ≤ 2 pour tout x ∈ [0, 2π] car cosu ≥ −1 pour tout

u ∈ R. Donc 2 est un majorant de {|einx − eipx|; x ∈ [0, 2π]}.

Et comme pour x0 = π
|n−p| ∈ [0, 2π], |einx0 − eipx0 | =

√
2
√

1− cos(±π) = 2 (ou dire k = n − p ∈ Z,

x ∈ [0, 2π]⇐⇒ (n− p)x ∈ [0, 2kπ] si k ∈ N, (resp. (n− p)x ∈ [2kπ, 0] si k ∈ Z−) et donc cos(n− p)x prend

toutes les valeurs entre −1 et 1, en particulier −1), on déduit alors que

‖fn − fp‖∞ = sup
x∈[0,2π]

|einx − eipx| = |einx0 − eipx0 | = 2

pour tout n 6= p.

3. On a donc touvé une suite (fn)n∈N d’éléments de B∞(0E , 1) avec ‖fn−fp‖∞ = 2 pour tout n 6= p. Montrons

que (fn)n n’admet pas de sous-suite convergente.

Par l’absurde supposons que (fn)n admet une sous-suite (fϕ(n))n (avec ϕ : N → N strictement croissante)

convergente dans E vers f pour ‖ · ‖∞ (dans ce cas, f ∈ B∞(0E , 1) car B∞(0E , 1) est un fermé) .
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On a alors pour tout n ∈ N,

0 ≤ ‖fϕ(n+1) − fϕ(n)‖∞

≤ ‖fϕ(n+1) − f‖∞ + ‖f − fϕ(n)‖∞

→
n→+∞

0 + 0 = 0.

Donc ‖fϕ(n+1)− fϕ(n)‖∞ →
n→+∞

0. Absurde car d’après 2) comme ϕ(n+ 1) > ϕ(n), ‖fϕ(n+1)− fϕ(n)‖∞ = 2

pour tout n ∈ N et donc tend vers 2 6= 0 quand n→ +∞.

Conclusion : On a trouvé une suite (fn)n d’éléments de B∞(0E , 1) qui n’admet pas de sous-suite convergente

dans E muni de ‖ . ‖∞.

Par suite, B∞(0E , 1) n’est pas compacte dans E muni de ‖ . ‖∞ (et pourtant elle est fermée et bornée).
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