L2 - cursus préparatoireFiche de cours : ESPACES VECTORIELS NORMES (du 29/09 au 13/10)

Dans tout le chapitre, K désigne le corps R ou C et E un K-espace vectoriel.
Définition 1
On appelle norme sur E toute application N : E — Rt vérifiant :
(). axiome de séparation : Vo € E, N(z)=0 <= z=0g
(#7). homogénéité : Vx € E, VYA €K, N(Az)=|AN(z)
(i49). inégalité triangulaire : Vz,y € E, N(x+y) < N(z)+ N(y).

On dit alors que le couple (E, N) est un espace vectoriel normé.

Proposition 2 (Inégalité triangulaire inversée)

Soit (E, || .||) un espace normé. Alors pour tous z,y € E, on a

izl = llylll < [l =yl

Définition 3

Un vecteur x d’un espace normé E est dit unitaire si ||z| = 1.

Définition 4
Une distance sur E (ou sur un ensemble quelconque) est une application d : E x E — R™T vérifiant :
(7). symétrie : Vx,y € E, d(z,y) =d(y,x)
(#i). séparation : Vx,y € E, d(z,y) =0 < z=y
(#4i). inégalité triangulaire : Vx,y,z € E, d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

Proposition 5
Si (E,||.|) est un espace normé, I'application

d: ExE — Rt
(z,y) — fz =yl

définit une distance sur E.

Définition 6
Soient E un espace normé, a € E et r > 0. On définit :
— la boule ouverte de centre a et de rayon r par B(a,r) = {r € E'| ||z —al| <7},
— la boule fermée de centre a et de rayon r par B(a,r) ={z € E | |z —a|| <r},
— la sphére de centre a et de rayon r par S(a,r) ={z € E | ||z —a|] = r}.

Proposition 7

Une boule B (ouverte ou fermée) est une partie convexe, c’est-a-dire que

Ve,y € B, V8¢€[0;1], (1—6)z+6yecB.

Une sphére (de rayon r > 0) n’est pas convexe.

Définition 8

Une partie A d’un espace vectoriel normé E est dite bornée s’il existe M € RT tel que

Vre A, |lz| <M.
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Si A est une partie bornée non vide de E, on définit son diamétre par :

diam(A) = sup{|jlz —y| | =,y € A}.

Normes sur K" (n € N*) :
Proposition 9 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Pour tous © = (x1,...,24),y = (Y1,.-.,Yn) € R™, on a

n
Z TEYk| <
k=1

avec égalité si et seulement si la famille (x,y) est liée.

Démonstration: Soient x = (z1,...,%n),y = (Y1,...,yn) € R™ fixés. Si y est nul, il est clair que chacun des
termes intervenant est nul, on a donc égalité (de plus, la famille (z,y) est liée). On suppose donc y # Orn

et on considere la fonction polynémiale P : A € R — Z(xk + /\yk)Q. C’est une fonction polynoémiale de
k=1

degré 2 en A (car le coefficient devant A2 est non nul), & valeurs toujours positives, donc de discriminant

A négatif ou nul. Or, pour tout A € R, on a

P(\) = (Zn: xi) + 2 (Zn: .Tk?}k) + 7 (Zn: yi)
k=1 k=1 k=1

ce qui implique

o) () ()

d’ott en simplifiant et en utilisant la croissance de la fonction racine carrée sur R*

PRERT DI NP

k=1 k=1 k=1

11 reste & étudier le cas d’égalité. Si (z,y) est liée, comme y # Ogn, il existe a € R tel que z = ay, et on a
n n

D wiye| = | > awi

k=1 k=1

Réciproquement, si on est dans le cas d’égalité, alors A = 0, donc P admet une unique racine réelle notée
n

n

n n n n n
=lald ui et D> a2 (> yR= 02> u2 D> uE=lal D i
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

Ao, ce qui démontre que Z(ajk + )\oyk)2 = 0. Puisqu’une somme de réels positifs est nulle si et seulement
k=1
si chacun des termes intervenant est nul, on en déduit :
Vk € [1;n], zx+Xdoys =0 dolz=—X\oy

ce qui démontre que la famille (z,y) est liée.

Corollaire 10

Pour tous = (x1,...,2n),y = (Y1,---,Yn) € K", on a

n n n
2 2
S ekl el < Y0 TRl D k]
k=1 k=1 k=1
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avec égalité si et seulement si les vecteurs (|z1|,...,|znl), (|y1],- .-, |yn|) sont liés.
Pour = = (21,...,2,) € K", on pose

n n

2
ol = fanl, lalla= | D lanl* et [lzfloo = max |ay].
ke[1;n]
k=1 k=1
Proposition 11
Les applications || . ||1, || - ||z (norme euclidienne) et || . ||o sont des normes sur K".

Proposition 12

Tout K-espace vectoriel de dimension finie peut étre muni d’une norme.

Normes en dimension infinie :

e Soit E le K-espace vectoriel des séries numériques absolument convergentes. Les applications suivantes
sont des normes sur E. Pour u = g Uy, ON POSE

+oo
i =D Junl et [ufloo = sup{|un| | n € N},
n=0

e Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues, absolument intégrables sur I un intervalle de R.
L’application

||-||¢f'—>/1|f(t)\dte]R+

définit une norme sur E.

e Soient a < b deux réels et E = C([a;b],K) lespace des fonctions continues de [a;b] dans K. Cet espace
est inclus dans Pensemble des fonctions bornées de [a;b] dans K. Les applications suivantes sont des
normes sur F :

b b )
s £ sup (@], [ lhs frs [1fO1de et [ frosy) [ 17O

t€la;b]

Normes produits :

Soient (E1,Ni),...,(Ep, Np) des espaces vectoriels normés. On considere le produit cartésien E =
Ey x --- X E,. E est un K-espace vectoriel dont les éléments x sont des p-uplets (z1,...,2,) avec pour
tout k£ € [1;p], zx € Ex. Le vecteur nul est le p-uplet O = (0g,,...,0p,) et les opérations sur E se
déduisent de celles des espaces Ey, :

VAxe K,V = (x1,...,2p),y=W1,..,Yp) EE, Az =(A-21,..., - xp) etz +y=(x1+y1,...,Tp + Yp)-

Proposition 13

Soient (Eq,N1),...,(E,, Np) des espaces normés et E = E; x --- x E,. Les applications suivantes
définies pour tout © = (x1,...,zp) € E par

p p
lzlly =D Nilar), llzlla= | > Nelae)? et ||zl = max{Ni(ax) | k € [1;p]}
k=1 k=1
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définissent des normes sur E.

Définition 14

Deux normes Ny et Ny sur un méme espace E sont dites équivalentes si

301,02 >0, VexekF, ClNl(x) < NQ(.’E) < CgNl(.r).

Ezemples : Sur K™, les normes ||. |1, || . ||2 et || . [|o sOnt deux & deux équivalentes, et pour tout = € K",
on a:

[2lloe < llzlly < nlllloe,  Nllloo < llzll2 < Vallzlle et flzllz < llzll < Vnllz[l2.

Théoréme 15 (Equivalence des normes en dimension finie (admis))

Sur un K-espace vectoriel de dimension finie, les normes sont deux a deux équivalentes.

Définition 16
On dit qu’une suite (uy)neny € EY d’éléments de E est bornée s'il existe M € R tel que ||u,|| < M
pour tout n € N.

Définition 17

On dit qu’une suite (u,)nen € EY d’éléments de E est convergente s'il existe £ € E tel que |u,, —
|| — 0 lorsque n — +o0, i.e.

Ve>0, INeN, ¥Yn>N, |u,—/{|| <e.

Cet élément ¢ est alors unique, on 'appelle limite de la suite (u,), et on note ¢ = lir_irrl Uy, OU
n—-+0oo
U, — L.
n—-+oo

Proposition 18

Siu, — (£ alors||u,|| — ||¢||. Par conséquent, toute suite convergente est bornée.
n—+00 n—-+o00

Proposition 19

Soient (up)nen €t (Vn)nen deux suites d’éléments de E convergeant respectivement vers £ et ¢'. Pour
tous \,u € K, on a

Ay, + pvy, — M+l quand n — +oo.

En d’autres termes, ’ensemble des suites convergentes de E est un espace vectoriel, et I’application
(un)n — lim wu, est linéaire.
n—-+o0o

Proposition 20

Soient (An)nen € KN une suite numérique convergeant vers A et (un)neny € EN une suite d’éléments
de E convergeant vers £ € E, alors

An s Uy —> AL
n—-+o0o
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Convergence en dimension finie : soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie p € N* et
e=(e1,...,ep) une base de E. Soit u = (u(n))nen une suite d’éléments de E. Pour tout n € N, on
peut écrire

u(n) =ui(n)er + -+ - + up(n)e,.

Les suites scalaires ur = (ux(n))nen sont appelées suites coordonnées (ou composantes) de la suite
vectorielle © dans la base e.

Proposition 21

On a équivalence entre :
(). la suite u converge,
(13). les suites coordonnées uq, . .., u, convergent.

De plus, si tel est le cas, on a ngrfoo u(n) = (nll)ar_loo ui(n))ey + -+ (ngrfoo up(n))ep.

Convergence dans un espace produit :
Soient (E1,Ni),...,(Ep, Np) des espaces vectoriels normés, et E = Eq x --- X E,. On a vu que 'on
peut munir E des trois normes suivantes : pour z = (z1,...,%p,) € E,

p n
lzlle =" Ni(an), llzlle = | D Ne(@)? et ||z]oc = max{Ny(ax) | k € [Lp]}.
k=1 k=1

Soit u = (u(n))nen une suite d’éléments de E. Pour tout n € N, on a u(n) = (u1(n), ..., up(n)). Les
suites vectorielles ux = (ur(n))nen sont appelées suites coordonnées de la suite w.

Proposition 22

On a équivalence entre :
(7). la suite u = (u(n))nen converge,
(ii). les suites coordonnées (ou composantes) uy = (ur(n))nen convergent.

Si tel est le cas, on a alors

ngrfoo u(n) = (ngr—&r-loo ur(n),..., nll)rfm up(n)).

Définition 23

On appelle série de terme général u,, la suite (Sy)nen définie par

Cette série est notée Z uy, et le terme S, est appelé somme partielle de rang n de cette série.

Définition 24

On dit que la série Z u, converge si la suite (Sy,), converge. Sa limite S est alors appelée somme

+o0 too
de la série et est notée Z Uy. On appelle reste de rang n la quantité R,, = Z up =S — Sy
n=0 k=n+1



Définition 25

Une série E uy, d’éléments de FE est dite absolument convergente si la série numérique a termes

positifs Z |lun || est convergente.

Théoréme 26

Si E est de dimension finie, ’absolue convergence d’une série d’éléments de E entraine sa convergence.

Démonstration: Sidim(E) =0, alors E = {0g} et le résultat est trivial. Supposons donc p = dim(E) € N*.
Soit e = (e1,...,ep) une base de E. Soit Zu(n) une série d’éléments de E et uy,...,u, les suites
coordonnées dans e de la suite u = (u(n))n. On a pour tout n € N, u(n) = ui(n)e1 +- - - +up(n)e,. Notons
N la norme définie sur E par : pour z = z1e1 + -+ + Zpep, N(z) = ||(x1,...,Zp)|lec. Puisque toutes les
normes sur F sont équivalentes, il existe a > 0 tel que

N <al.|
Alors, pour tout k € [1;p], on a
VneN, |ur(n)| < N(u(n)) < aflu(n)]].

Par comparaison de séries a termes positifs, il y a convergence absolue, et donc convergence de la série
E ux(n). On en déduit la convergence de la série E u(n) car sa suite de sommes partielles converge. W

Dans toute la suite, (E, || .||) désigne un K-espace vectoriel normé. Les notions qui suivent ne seront
pas modifiées lorsqu’on passe d’une norme a une norme équivalente. En particulier, si I’espace E est de
dimension finie, elles ne dépendent pas de la norme choisie.

Définition 27

On appelle voisinage d’un élément x € E toute partie V C E vérifiant :

Ir >0, B(z,r)CV.

Définition 28

Une partie U de E est dite ouverte si elle est voisinage de chacun de ses points, i.e.
Veeld, FIr>0, B(zx,r)CU.
On dit encore que U est un ouvert de F.

Proposition 29

Une réunion (finie ou infinie) d’ouverts est un ouvert.

Proposition 30
Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Proposition 31

Silty, ..., Uy sont des ouverts des espaces normés E1, ..., E, alorsd = U; x --- xU, est un ouvert
de I'espace normé produit E = E; X --- X E,.

Définition 32
Un élément a € E est dit intérieur a une partie X C E si X est un voisinage de a, i.e.
Ir >0, B(a,r)CX.
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L’intérieur de X, noté X°, est I'ensemble de tous les points intérieurs a X, c’est-a-dire X° = {x € E' |
Ir >0, B(z,r) C X}.

Proposition 33

Une partie X C E est ouverte si et seulement si X° = X.

Proposition 34

Soit X une partie de E, alors X° est la réunion des ouverts inclus dans X. Par conséquent, X° est le
plus grand ouvert inclus dans X .

Définition 35

Une partie F' de E est dite fermée si son complémentaire (dans E) est un ouvert. On dit aussi que
F est un fermé de E.

Proposition 36

Une intersection (finie ou infinie) de fermés de E est un fermé de E.

Proposition 37
Une union finie de fermés de E est un fermé de E.

Proposition 38 (Caractérisation séquentielle des fermés)

Une partie F de E est fermée si et seulement si, pour toute suite (x,)neny € F" d’éléments de F qui
converge, la limite hIJIrl x, appartient a F', ce qui s’écrit encore :
n—-+4oo

Y(zp)nen € FY, z, — ¢ = [(€F.

n—-+oo

Proposition 39

Si Fi,...,F, sont des fermés des espaces normés E, ..., FE, alors F' = F} x --- x F}, est une partie
fermée de I'espace vectoriel normé produit £ = Ey X -+ X E,.

Définition 40

Soit (un)nen € EN une suite d’éléments de E. On appelle suite extraite (ou sous-suite) de la suite
(un)nen toute suite de la forme (uup(n))nEN ou ¢ : N — N est une application strictement croissante.

Définition 41

Une partie K de E est dite compacte si toute suite d’éléments de K posséde une sous-suite conver-
gente dans K, i.e.

V(xn)nen € KN, 3y :N — N strictement croissante , Tom) — LeEK.

n—-+oo

On dit aussi que K est un compact de E.

Proposition 42

Toute partie compacte est fermée et bornée.

Théoréme 43

Si E est un espace de dimension finie, les parties compactes sont exactement les parties fermées et




bornées.

Démonstration: On a déja vu que les parties compactes sont des fermés bornés, étudions la réciproque.
Soit K une partie fermée bornée d’un espace vectoriel normé E de dimension finie p € N.

Sip=0,alors E={0g} et K =0 ou K = {0g}, dans les deux cas, K est une partie compacte.

Sinon, on peut introduire une base e = (e1,...,¢ep) de E et considérer la norme N sur E définie pour
z =x1e1 + -+ xpep par N(z) = max{|zk| | k € [1;p]}. Soit u = (u(n))nen une suite d’éléments de K.
Notons w1, ..., u, les suites coordonnées de u. Puisque la partie K est bornée, il existe M € R* tel que

Ve € K, N(z) <M.
En particulier,
Vn €N, N(u(n)) <M
et donc
Vk € [1;p], VYneN, |ux(n) <M.

La suite numérique u1 = (u1(n))nen est bornée, donc admet une sous-suite convergente (ui(p1(n)))nen
par le théoreme de Bolzano-Weierstrass. Puisque l'on a encore

Vi € [2;p], VneN, |ur(ei(n)) <M

on peut appliquer de nouveau le théoréeme de Bolzano-Weierstrass pour construire une extractrice @2 :
N — N telle que (u2(p1092(n)))nen converge. La suite ((u1(p10p2(n)))nen étant extraite de (u1(v1(n)))nen,
elle converge aussi. En réitérant ce processus, on construit une extractrice ¢ = p10---0¢, : N — N telle
que

Vk € [1;p], (ur(p(n)))nen converge.

Par conséquent, les suites coordonnées (ux(p(n)))nen convergent ce qui entraine la convergence de la suite
(u(¢(n)))n. De plus, cette suite est & valeurs dans K et K est fermé, donc (u(p(n)))nen converge dans K. H

Corollaire 44 (Généralisation du théoréme de Bolzano- Weierstrass)

Dans un espace vectoriel de dimension finie, toute suite bornée admet une sous-suite convergente.




