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Définition 1
On dit qu’une fonction f : R — C est périodique s’il existe un réel T strictement positif tel que
VteR, f(t+T)=f(t).
On appelle alors T une période de f et on dit que f est T-périodique.

Proposition 2

Soient a € R et g : [a;a + T[— C. Il existe une unique fonction f : R — C T-périodique dont la
restriction a [a;a + T est égale a g, i.e. fi_ .. =g

Proposition 3
Soit f : R — C une fonction T-périodique et a € R. On a équivalence entre :
(i). f est continue,

(i4). la restriction de f au segment [a;a + T, notée fi ., est continue.

Définition 4
Soit k € N. Une fonction f : R — C T-périodique est dite continue par morceaux (resp. de
classe C* par morceaux) si sa restriction au segment [0; T est continue par morceaux (resp. C* par
morceaux), c¢’est-a-dire s’il existe une subdivision (ag, . . . ,a,) de [0; T telle que pour tout j € [0;n—1],
la restriction de f alaj;a;41[, notée fhav‘avﬂ[, admette un prolongement continu (resp. de classe C*)
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au segment [a;; a;y1).

Proposition 5

Soit a € R. Si g : [a;a + T] — R est de classe C¥ par morceaux sur [a;a + T}, il existe une unique
fonction f qui soit T-périodique, de classe C* par morceaux et coincidant avec la fonction g sur
[a;a + T

Proposition 6

Soit f : R — C une fonction T-périodique continue par morceaux. Pour tout a € R, on a

a+T T
/ = [ ).

0

Définition 7
Soient f,g : R — C deux fonctions 2m-périodiques et continues par morceaux. On pose

2w

<f,g>=% ; f(t)g(t)dt.

Proposition 8
L’application

CMQTrXCMQﬂ — C
(f.9) — ([,9)

est une forme sesquilinéaire (i.e. linéaire a droite et semi-linéaire & gauche) hermitienne positive sur

CMa,.




Proposition 9

L’application (, ) définit un produit scalaire hermitien sur Cor. Ainsi, Cor est un espace préhilbertien
complexe.

Définition 10

Pour toute fonction f € CMos,, on note

I£ll2 =V {f. ) = \/217T/o F|f(t)|2 dt.

Proposition 11

Pour tous f,g € CMa,, on a :
(7). Homogénéité : pour tout A € C, |Af|l2 = |l fll2,
(#i). Inégalité de Cauchy-Schwarz : [(f, g)| < || fll2llgll2,
(iii). Inégalité triangulaire : || f + gll2 < ||fll2 + llg]|2-

Pour tout n € Z, on considere les trois fonctions suivantes appartenant a Cor :

en: R — C, Ch: R — C et T,: R — C
t —s et t +—— cos(nt) t +—— sin(nt)

Proposition 12

La famille de fonctions {e,, | n € Z} est une famille orthonormée de Cao. La famille {C,, | n € N}U{T, |
n € N*} est une famille orthogonale de Ca.

Définition 13

Pour tout n € N, on note P,, = Vect{ey | k € [-n;n]} et P = Vect{e, | n € Z} = U P,.. Les éléments

neN
de P, qui correspondent & des combinaisons linéaires (finies) d’éléments de la famille (e, )nez, sont

appelés polynémes trigonométriques.

Proposition 14

Soit P € P un polynéme trigonométrique. Alors il existe p € N tel que

P
P = Z Cnen avec ¢, = (e, P)

n=—p

P
a
ce qui équivaut a P = ?060 + Z (anChn + b,Ty) ol ay, = ¢ + ¢y = 2(Cy, P) et by, = i(cp, — c—p) =
n=1

2(T,,, P). On a de plus,

p

2 p
2 |ag| 2 2
1PIE= D leal® = 5=+ 557 (lanl® +15aF%) -

n=-—p n=1

N =

Définition 15

On appelle série trigonométrique toute série de fonctions Z Uy, ot pour tout n € N, u,, : R — C
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est combinaison linéaire de e,, et e_,,. En d’autres termes, il existe co € C tel que ug = cgeq et pour
tout n € N*, il existe ¢, et c_,, € C tels que u,, = cpen, +c_pe_yp.

Proposition 16

Les sommes partielles d’une série trigonométrique sont des polynémes trigonométriques.

Définition 17

Soit f : R — C une fonction 2w-périodique et continue par morceaux. On définit ses coefficients
de Fourier exponentiels par

27
ez )= lenf)= g [ S0t

et ses coeflicients de Fourier trigonométriques par

1 2m
Vn € N, an(f) =2(Cy, f) = 7/0 f(¢t) cos(nt) dt

™

bo(f) = 2T, f) = % /0 " () sin(nt) dt.

Théoréme 18

Si une série trigonométrique E aney, converge uniformément sur R, alors sa fonction somme définie

nez
par
S: R — C
+oo +oo
t nt __ int —int
— ape™ =ag+ Y (ane™ +a_pem™)
n=-—o00 n=1

est continue sur R, 2w-périodique et ses coefficients de Fourier exponentiels sont égaux a ses coefficients,
i.e. pour tout n € Z, a, = cp(S).

Proposition 19

Pour tout n € N, on a

an(f) :Cn(f)+c—n(f)7 bn(f) :i(cn(f)fc—n(f))y

) = 2D oy el lS)

Proposition 20
Soit f € CMo,.

(7). Si f est a valeurs réelles, alors ses coefficients de Fourier trigonométriques sont réels, i.e. pour
tout n € N, a,(f) € R et b, (f) € R.

(ii). Si f est paire, alors pour tout n € N, b, (f) = 0.

(#3i). Si f est impaire, alors pour tout n € N, a,(f) = 0.

Proposition 21
Soient f,g € CMa,. Pour tous A\, u € C, pour tout n € Z, c,(Af + ng) = Aen(f) + pen(g)-




Définition 22
Soit f : R — C une fonction 27-périodique et continue par morceaux. On appelle série de Fourier
de f la série trigonométrique Z ¢n(f)en. On appelle somme de Fourier de f la fonction somme de

nez
la série de Fourier de f :
S e _ 0(f) | 3
S(f)+t— n;oo en(f)e™ = =5 + ; (an(f) cos(nt) + bu(f) sin(nt))

Pour tout n € N, on note S, (f) la somme partielle de rang n de la série de Fourier de f a savoir

su(h= Y eulPen="eo + 3 @0k +bu(1)T0).
k=1

k=—n

Proposition 23

Soit f : R — C continue et 2w-périodique. Pour tout n € N, la somme partielle de rang n de la série
de Fourier de f, notée S,(f), est le projeté orthogonal de f sur P, et on a

IF113 = 1Sn(HIZ + 1f = Su(HNIZ et 11f = Sa(f)ll2 = d(f, Pn).

Proposition 24

n
Soit f € CMa,. Pour tout n € N, on note S,,(f) = Z ck(f)ex la somme partielle de rang n de
k=—n
la série de Fourier de f. Alors, pour tout n € N, f — S, (f) est orthogonal au sous-espace vectoriel
Pn = Vect{er | k € [-n;n]} c’est-a-dire que pour tout P € P,, {f — Sn(f), P) = 0. En particulier,

Corollaire 25 (Inégalité de Bessel)

Soit f € CMay. Pour tout n € N, on note S, (f) la somme partielle de rang n de la série de Fourier
de f. Alors on a

vneN, |[ISu(f)ll2 < [Ifll2
ce qui équivaut a

men, S R T
el Y lalP <5 [ I1HOF

k=—n

De plus, la série bilatére Z len (F)|? et Ia série numérique Z(|an(f)|2 + b, (f)?) convergent et I'on

neEZ
a

= > ao(HPF | 1R 2 2
Z len ()" = T+§Z(|an(f)| + b (N < 113

n=-—o00 n=1

Corollaire 26
Soit f € CMa,, alors on a :
 — en(f) — 0, an(f) — 0 et b(f) — O

|n|—+o0 n—+o00 n——+oo

4
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Proposition 27

Soient k € N et f : R — C une fonction 2m-périodique et de classe C*. Les coefficients de Fourier de
f vérifient

cn(f(k)) = (m)kcn(f) Vn € Z

et par conséquent

1
en(f)=o0 <nk> quand  |n| — +oo.

Définition 28

Soit f € CMas,. On dit que f est développable en série de Fourier si sa série de Fourier converge
simplement sur R vers f, c’est-a-dire si

n

VEER, Su(f)t)= > e(f)e™ — f(t).

k=—n

Dans ce cas, on obtient

_ = int_m = :
VEER, f(t)= Y cn(f)e™ = 5 + ) (an(f) cos(nt) + b, (f) sin(nt)) .

Théoréme 29 (Théoréme de Dirichlet)

Soit f : R — C une fonction 27-périodique. Si f est de classe C' par morceaux, alors la série de
D+ H)

Fourier de f converge simplement sur R vers la régularisée de f, notée fv: t— 5 , i.e.

vieR, S0 = lm S () = w
k=—n

Théoréme 30 (Théoréme de convergence normale)

Soit f : R — C une fonction 2n-périodique, de classe C' par morceaux. Si de plus f est continue sur
R, alors la série de Fourier de f converge normalement sur R et sa somme est f.




Théoréme 31 (Théoréme de Parseval)

Soit f : R — C une fonction 27-périodique et continue par morceaux. La suite des sommes partielles
(Sn(f))nen de la série de Fourier de f vérifie

18a(/) = fllz —_0.
De plus, on a I'égalité de Parseval-Bessel :

2 _ 3 2
113 = tim_1Sy(/)I3

c’est-a-dire

27 +0o0 2 400
o | fra= Xt =P Y (jan (0 4 1)

n=-—oo n=1




