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Dans toute la suite, U désignera un ouvert de R".

Definition 1
Soit f: U C R" — RP. On dit que f est scalaire si f est a valeurs dans
R, c'est-a-dire si p = 1. On dit que f est a valeurs vectorielles sinon.

Definition 2

Soit f : U C R” — RP. Pour tout x € R", on peut écrire f(x) sous la
forme f(x) = (fi(x),..., fp(x)) € RP. Pour tout i € [1; p]], I'application
fi : U CR" — R est appelée i-eme fonction composante (ou i-eme
fonction coordonnée) de f.
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Definition 3
Soit f: U C R” — RP. Soit a = (a1,...,an) € U. Pour tout j € [1; n],
on définit I'application partielle £, ; par

fa,ji UaJCR — RP

t — f(al,...,aj_l,t,aj+1,...,a,,)
ou U,j={teR|(a1,...,aj-1,t,3j+1,...,an) € U} (la notation est
abusive dans les cas j = 1 et j = n pour lesquels il faut remplacer les
expressions ci-dessus par (t,az,...,a,) et (a1,...,ap_1,1)

respectivement).
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Remarque : Puisque U est un ouvert contenant a = (ay, ..., anp), pour
tout j € [1; n], I'ensemble U,,j est un voisinage de a; dans R.
En effet, il existe r > 0 tel que B(a,r) C U. Pour tout t € R vérifiant

|t —aj| < r, posons x; = (a1,...,a8j-1,t,3j4+1,...,4dn), ON a
Ixe —al| = \/(al —a1)?+ -+ (aj-1 — aj—1)? + (t — aj)?
@1 = aj1)? + -+ (an — an)?
= |t— aj| <r

ce qui démontre que x; € B(a, r) C U. Par suite, la boule ouverte B(aj, r)
est incluse dans U, j, ce qui démontre que U, ; est un voisinage de a; dans
R.

On peut en fait démontrer que U, est un ouvert de R.
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Definition 4
Soit / un ouvert non videde R, a€ /et f: | C R — RP. On dit que f
est dérivable en a si le taux d’acroissement

Ur(a+ 1)~ (a)

converge lorsque t — 0 (avec t # 0). Sa limite est alors appelée vecteur
dérivé de f en a et noté f'(a).

Definition 5
Une fonction f : | C R — RP est dite dérivable si elle I'est en tout point
de I'ouvert non vide /. On peut alors introduire |'application
f': | — RP appelée fonction dérivée de f.
t — f'(t)
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Théoréeme 1.1

Soit f : | C R — RP de fonctions coordonnées fi,...,f,. On a
équivalence entre :

@ f est dérivable,
@ les fonctions fi,. .., f, sont dérivables.

De plus, si tel est le cas, on a

viel, f'(t)=(f(t),...,f(t).
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Definition 6

Soient U C R"” un ouvert, a€ Uet f: UCR" — RP. Soit j € [1; n]. On
dit que f admet une dérivée partielle par rapport a sa j-ieme variable au
point a (encore appelée j-ieme dérivée partielle en a) si 'application
partielle f, ; est dérivable au point a;.

0 s
On note alors 0;f(a) ou 8_(3) cette dérivée, c'est-a-dire
-
g

= lim f(ah 05 8j=1,dj + t, i1y, an) B f(ala a00g an)
- t—0 t .

Definition 7

Sif: U CR"” — RP admet une dérivée partielle par rapport a sa j-ieme
variable en tout point a € U, I'application 9;f : U C R" — RP est
appelée j-ieme dérivée partielle de f.
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Proposition 1.2

Soitf :UCR" — RPetfy,...,f,: UCR" — R ses applications
coordonnées. On a équivalence entre :

@ f admet des dérivées partielles,

@ les fonctions coordonnées de f admettent des dérivées partielles.

De plus, on a alors (0;f)x = 0i(fx) ot I'on a noté fy et (0;f )k les fonctions

coordonnées de f et O;f.
. i

Definition 8

Soit f: U CR"” — RP et a € U. Si f admet des dérivées partielles par
rapport a toutes ses variables au point a, on définit la matrice Jacobienne
de f au point a, notée Jr(a), comme la matrice a p lignes et n colonnes
dont les coefficients sont

(@) = 3fia) = 5(a) Vi € [4ip]. ) [ ).

On remarque que Jr(a) € M, o(R).
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Definition 9
Toujours sous réserve d'existence des dérivées partielles de f, soit a € U :

Q i f est scalaire (i.e p = 1), on définit le gradient de f au point a,
noté gradf(a) ou V£ (a), par

81f(a)
gradf(a) = 5 = "Je(a)
Onf(a)
Q sin=p(ief:UCR" —> R"), on définit la divergence de f au

point a par :  divf(a) = Z@ fi(a) = Tr(Jr(a)).

Q@ si n= p =3, on définit le rotatlonnel de f au point a par

821‘3(3) — 831"2(3)
rotf(a) = | 0s3f1(a) — O1f3(a)
81f2(3) — 82ﬁ(a)
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Soient f : U C R" — RP et a € U. Puisque U est ouvert, il existe p > 0
tel que B(a, p) C U. Ainsi, pour v € R" fixé, la fonction

t € R+ f(a+ tv) est définie au voisinage de 0. Lorsque v # Ogn, elle
étudie les valeurs prises par f sur la droite affine a 4+ Vect(v).

Definition 10

Soient f : U CR" — RP, a € U et v € R". On dit que f est dérivable
selon le vecteur v en a (ou admet une dérivée directionnelle suivant v en
a) si la fonction d'une variable réelle ¢ : t — f(a+ tv) est dérivable en 0.
On appelle alors dérivée selon le vecteur v de f en a la valeur de cette
dérivée, notée

D.f(s) = ¢/(0) = lim %(f(a + tv) — £(a).
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Remarque : Si v = Ogn, la dérivée de f selon le vecteur v en a existe
toujours et vaut Dy, f(a) = Oge. En effet,

U(F(a+ t082) ~ £(a)) = 1 (F(a) ~ £(2)) = Oz — O,
tio

Proposition 1.3

Notons (ey, ..., e,) la base canonique de R". Soient f : U C R" — RY et
a € U. Soit j € [1; n]. La fonction f admet une dérivée partielle par
rapport a sa j-iéme variable en a si et seulement si elle admet une dérivée
directionnelle selon le vecteur e; en a.

Si c’est le cas, on a alors

0;f(a) = D¢;f(a).
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Definition 11

On dit qu'une fonction f : U C R” — RP est de classe C! sur U si toutes
ses dérivées partielles existent et sont continues sur U. On note C*(U, RP)
I'ensemble de ces fonctions. )

Proposition 2.1

Soit f : U CR" — RP. On note fi,...f, : U CR" — R les fonctions
coordonnées de f. Les propositions sont équivalentes :

@ f est de classe C* sur U,
@ pour tout i € [1;p], la fonction f; est de classe C* sur U.
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Théoréme 2.2

Soient f : U C R" —» RP de classe C! et a € U. Pour tout
h=(h1,...,hy) tel que a+ h € U, on peut écrire

f(a+h)=f(a)+ Y _ hidif(a)+ ||hle(h)
i=1

ou € est une fonction a valeurs dans RP vérifiant €(h) o Oge.
—Urn

Corollaire 2.3

Sif:UCR" — RP est de classe C sur U, alors elle est continue sur U.J
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Proposition 2.4

Soient f : U CR" — RP et a€ U. Si f est de classe C! sur U, alors f
admet une dérivée en a selon tout vecteur h = (hy,... h,) € R" et

Dpf(a) =Y _ hidjf(a).
i=1
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Proposition 2.5

Soient f,g : U C R" — RP de classe C1. Pour tous \, i € R, la fonction
A\ 4 ug est aussi de classe Ct sur U.

Proposition 2.6

Soient f : UCR" — RP etav: UCR" — R. S/ f et o sont de classe
Cl sur U, il en est de méme de la fonction af .

Proposition 2.7 (Formule de dérivée en chaine)

Soientd e N*, f : UCR" — RP et g : V C RP — RY telles que
f(U) C V. Si f et g sont de classe C* (resp. sur U et V), alors la fonction
g o f est de classe C* sur U. De plus ses dérivées partielles vérifient :

P
Vac U, Vie[l;n], 0i(gof)(a)=">_ 0ifc(a)kg(f(a))
k=1
ot I'on a noté f1, ..., f, les fonctions coordonnées de f.
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Remarque : Si I'on convient de noter xi,...,x, les coordonnées d’'un
vecteur générique x € R" et y1,...,y, celles d'un vecteur générique
y € RP, la formule précédente se récrit sous la forme

d(gof) 8fk

8X,'

(a) = () (f( ) Vie[ln].
k=

Corollaire 2.8

Soientd e N*, f : UCR" — RP et g : V C RP — RY telles que
f(U) C V. Si f et g sont de classe C*, alors pour tout a € U,

Jgor(a) = Jg(f(a)) x Jr(a).
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Definition 12

Soit f : U C R” — RP. La fonction f est appelée dérivée partielle d'ordre
0 de f. Pour k € N et sous réserve d’existence, on appelle dérivées
partielles d'ordre k + 1 de f les dérivées partielles des dérivées partielles
d'ordre k de f.

Definition 13

Soit k € N. On dit que f : U C R” — RP est de classe C¥ sur U si les
dérivées partielles de f d'ordre k existent et sont continues sur U.
On dit que f est de classe C* si f est de classe C¥ pour tout k € N.

Proposition 3.1

Soit k € NU {oc}. Si f : U C R" — RP est de classe C**1 sur U, alors f
est de classe CK sur U.

v
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Lemme 3.2
Soient k € NU {oo} et f: U C R" — RP. On a équivalence entre :
@ f est de classe CK*1 sur U,

@ les dérivées partielles premiéres de f existent et sont de classe C¥ sur
U.

Proposition 3.3

Soient f : U C R" — RP et k € NU {oo}. On a équivalence entre :
@ f est de classe C¥ sur U,

@ es fonctions coordonnées fy, . .., f, de f sont de classe Ck sur U.
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Proposition 3.4

Soient k € NU {oc} et f,g : U C R" — RP de classe C¥ sur U. Pour
tous A\, ju € R, la fonction \f + ug est aussi de classe C*.

Proposition 3.5

Soient k e NU {oo}, f: UCR" — RP et g: a C R” — R deux
fonctions de classe C¥ sur U. Alors le produit of est aussi de classe C¥ sur
U.

Théoreme 3.6 (Composition)

Soient k e NU{oo}, f: UCR" — RPetg:V C RP — RY avec U, V
deux ouverts tels que f(U) C V. Si f et g sont de classe C¥ (resp. sur U
et V), alors la composée g o f est elle-aussi de classe C* (sur U).
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Théoreme 3.7 (Théoreme de Schwarz (admis))
Soit f : U C R" — RP de classe C?. Alors les dérivées partielles croisées
de f sont égales, c'est-a-dire que pour tous i,j € [1; n],
o*f O
Oxi0x;  Oxj0x;

8,'((9jf) = 3j(6,‘f) i.€.

Corollaire 3.8

Soit f : U C R" — RP de classe CX. Pour tous i1, . .., ix € [1; n], pour
toute permutation o € Sy (groupe des permutations de [1; k] ), on a

aia(l)(afa(z)(' o (aia(k) f) T )) = ail(' o (8ik f) T )
c'est-a-dire

okf ok
8X,'U(1) 000 6X,'U(k) 6X,'1 000 (9X,'k ’
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