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Avant propos.

La durée de I’examen est de 2h00. Aucun document et aucune calculatrice ne sont autorisés durant
I’épreuve. L'usage des téléphones est prohibé. La répartition en durée de chacun des exercices
n’est qu’a titre indicatif. La justification des réponses et un soin particulier de la présentation
seront demandés et pris en compte lors de la notation.

Questions de cours (30 minutes) (10 points)
1. Filiere non prépa :
(a) (4 points) Enoncer et démontrer le théoréme d’ Abel pour les séries entieres .
(b) (6 points) On considere une fonction f appartenant a I’ensemble

F ={f: R— C, 2r-periodiques et dont le carré est intégrable sur [—, 7| }.

i. Enoncer le théoreme de Parseval-Bessel pour f en écriture complexe et réelle.

ii. Démontrer I’inégalité de Bessel pour f.

2. Filiere prépa :
(a) (2 points) Enoncer le Lemme d’ Abel pour les séries entieres.

(b) (4 points) Donner le développement en série entiere au voisinage de 0 des fonctions
suivantes, en précisant le rayon de convergence :

x+—>cos(z) et x+— (1+x)%aveca € R.

(c) (2 points) Enoncer avec précision le théoréme de Parseval pour les séries de Fourier. On
donnera I’égalité de Parseval-Bessel en formulation exponentielle et trigonométrique.

(d) (2 points) Enoncer le théoreme de dérivation par domination pour les intégrales a para-
metres généralisées.

Exercice 1 (30 minutes) (10 points )

On considere la fonction 27-périodique f : R — R définie par f(z) = |z|(7 —|z|), six €] — 7, 7).

1. (2 points) Dessiner soigneusement la fonction sur ’intervalle [—37, 37].



2. (2 points) La fonction f est-elle égale a la somme de sa série de Fourier ? Justifier.

3. (4 points) Déterminer la série de Fourier de f en formulation réelle.
BONUS : (+2 points) déterminer la série de Fourier de f en formulation complexe.
+o0o
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4. (2 points) En déduire la somme Z

n=1
—+o00

1
BONUS : (+ 2 points) calculer E —-
n
n=1

nt’

Exercice 2 (30 minutes) (10 points)

On considere la série de fonctions Z frn ot pour tout n € N*, f,, est définie par
n>1
1

= our tout z € R.
1 4 n2z2’ p

fn(2)

1. (1 points) Etudier la convergence de la série Z fn(0).
n>1

2. (2 points) Etudier la convergence simple de la série de fonctions Z fn sur R, puis R*.
n>1

3. (2 points) Soit a > 0. Montrer que Z fn converge normalement sur tout intervalle de la

n>1
forme I, =] — oo, —a[U]a, +oo.
—+o0 1
4. (5 points) On considere la fonction S définie pour tout z € R* S(z) = — .
( p ) p + ( ) ; 1 + nng
(a) (1 point) Déterminer la limite (si elle existe) lirf S(z).
T—r+400
Indication : on pourra commencer par chercher une majoration de T en fonc-
n?x

tion de x* et n?, ou utiliser le théoréme d’échange limite/série.

(b) (4 points) Pour n € N*, on note S,, la somme partielle d’ordre n de la série Z fr-
k>1

i. Déterminer la limite lim S,,(0).
n——+oo

ii. Comparer S(z) et S,,(x) pour tout n € N* et pour tout € R*.
iii. Montrer que la fonction S est décroissante. En déduire I’existence de | = lim+ S(z) €
z—0
R* U {+oc0}.

iv. En justifiant la continuité en 0 de la fonction .S,, (pour tout n € N*), déduire des
trois questions précédentes la valeur de (.

(c) Bonus : (+2 points) A 1’aide d’une comparaison série-intégrale, montrer que
T

lim zS(z) = —.

z—0+ 2

2



Exercice 3 (30 minutes) (10 points)

On suppose [ : [a, (] X [a, b] — R est continue (ou [, (] et [a, b] sont des segments fermés bornés
de R).
On considere les fonctions suivantes :

fi: [a,p] — R et fo: [a,b] — R

T /abf(x,t)dt, > /fxt

1. (2 points) Justifier (en énoncant un théoreme du cours) que les fonctions f; et f, sont
continues.

2. (8 points) On pose maintenant
v: |o,f] x[a,b)) — R et G: [a,b] — R
Yy
@y = [ o = / ol y)d

(a) (1 point) Pour tout = € [«, /3], calculer p(z, a) et G(a).

(b) (1 point) Justifier que ¢ admet une dérivée partielle par rapport a y que I’on notera a—gp.

Donner son expression en fonction de f et montrer qu’elle est continue sur [«, 5] X [a, b].

(c) (1 point) Enoncer le théoreme de dérivabilité pour les intégrales dépendant d’un para-
metre définies sur un segment .

(d) (2 points) En déduire que G est dérivable sur [a, b] et calculer sa dérivée G'.
b
(e) (1 point) Montrer que G(b) = / G'(y)dy et I’exprimer en fonction de f.

(f) (1 point) D’apres la définition de GG, donner une autre expression de G(b) toujours en
fonction de f.

(g) (1 point) En utilisant les deux questions précédentes en déduire un théoreme du cours.



