
Partie ALGÈBRE

Exercice 3.

1. Question de cours.

Soit E un espace euclidien et s un endomorphisme de E. On suppose que s est une symétrie (i.e. s2 = IdE)

et que s est un endomorphisme orthogonal.

Montrer que les sous-espaces propres E1 et E−1 de s sont orthogonaux et conclure que s est une symétrie

orthogonale.

2. On considère l’espace vectoriel E = R2[X] des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal à 2

que l’on munit du produit scalaire défini par :

∀P,Q ∈ E, 〈P,Q〉 =

∫ 1

0

P (t)Q(t) dt.

On considère les deux endomorphismes u et v de E définis par :

∀P ∈ E, u(P ) = P (1−X) et v(P ) = P (X − 1).

(a) Montrer que u est une symétrie orthogonale. Déterminer une base de l’espace par rapport auquel on

symétrise.

(b) Calculer 〈v(1), v(X)〉 et en déduire que l’endomorphisme v n’est pas orthogonal.

(c) A l’aide d’un calcul similaire, montrer que v n’est pas autoadjoint.

Exercice 4. Soit n ∈ N∗.

1. Soit k ∈ N∗ un nombre impair. Trouver toutes les matrices symétriques A ∈Mn(R) telles que Ak = In.

2. Soit M ∈Mn(R) vérifiant M tMM = In.

(a) Montrer que la matrice tMM est symétrique.

(b) Montrer que M est symétrique (on rappelle que, si A ∈ GLn(R), alors t(A−1) = (tA)−1).

(c) En déduire que M = In.
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