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Devoir no 2

Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à la concision de la rédaction. Si un

candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra

poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené à prendre. Dans toutes les

questions, il sera tenu le plus grand compte de la rigueur de la rédaction ; toute réponse insuffisamment justifiée

sera considérée comme nulle.

Les exercices sont indépendants.

Partie analyse

Exercice 1. Déterminer si les séries de termes généraux respectifs un, vn et wn sont convergentes ou divergentes.

1. un =
sin(n2)

n2
.

2. vn =

(
cos

1

n

)n2

.

3. wn =
n!

nn
.

Exercice 2. On pose un =

n∑
k=1

√
k pour tout entier n > 1.

1. En utilisant un encadrement par des intégrales, trouver un équivalent simple de un.

2. En déduire que la série de terme général vn =
un
nα

est convergente si et seulement si α >
5

2
.

Exercice 3. Soient a, b deux nombres réels. On pose un = sin(π
√
n2 + an+ 1) pour tout n > 1.

Dans cet exercice, la formule donnant sin(nπ + x) en fonction de sinx et de n pourra vous être utile...

1. Montrer que, lorsque n→ +∞, on a√
n2 + an+ 1 = n+

a

2
+
A

n
+
B

n2
+ o

(
1

n2

)
,

où A =
4− a2

8
et B =

a3 − 4a

16
.

2. Montrer que si a n’est pas un entier pair, alors la série
∑
n>1

un est grossièrement divergente.

3. On suppose maintenant qu’il existe a′ ∈ Z tel que a = 2a′.

(a) Montrer que, lorsque n→ +∞, on a

un = A′ (−1)n

n
+B′ (−1)n

n2
+ o

(
1

n2

)
,

où A′ = (−1)a
′
πA et B′ = (−1)a

′
πB.

(b) En déduire que la série
∑
n>1

un est convergente.
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Partie algèbre

Exercice 4. Pour a ∈ R, on définit la matrice de M3(R) suivante

M(a) =

 2− a 1 a
2a− 1 a 1
a a+ 1 a

 .

1. Calculer le déterminant de M(a) en fonction de a. On le donnera sous forme factorisée.

2. Déterminer le rang de M(a) en fonction de a.

Exercice 5.

Nota bene : Si vous butez sur une question, vous pouvez admettre le résultat et poursuivre l’exercice.

Soit n ≥ 2 un entier. Soient a, b, c ∈ R tels que b 6= c et soit M(a, b, c) ∈Mn(R) la matrice suivante

M(a, b, c) =



a b · · · · · · b

c a
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . . a b

c · · · · · · c a


.

On considère une indéterminée X et on pose P (X) = det(M(a−X, b−X, c−X)).

1. Montrer que P est un polynôme de R[X] de degré au plus 1.

Indication : on commencera par des opérations sur les lignes (ou les colonnes) avant de faire un développe-

ment par rapport à une ligne (ou une colonne).

2. À l’aide de la matrice A =

(
2 5
1 2

)
, montrer que le polynôme P peut être de degré 1.

3. En considérant la matrice B =

(
2 5
−1 2

)
, montrer que le polynôme P n’est pas forcément de degré 1.

4. Déterminer P (b) et P (c).

5. En déduire une expression de P .

6. Calculer le déterminant de la matrice M(a, b, c).
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