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Exercice 1. Soit A\ un réel strictement positif. On note f la fonction définie sur R? par

flz,y) = Ne Mg<,ey

et on admet que [ est une densité de probabilité sur R2.
On considére un couple (X,Y) de variables aléatoires dont la loi est donnée par

o NS A e

dPxy (@, y) = f(z,y) dz dy.
Montrer que P(X > 0) = 1.
On admet que l'on a aussi P(Y > 0) = 1.
Montrer que X suil une lov exponentielle dont on déterminera le paramétre.
Déterminer la densité de la loi de Y.

Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
1
Montrer que, pour tout réel o de [1,+o00[, on a P(aX <Y) = —.
o

Montrer que, pour tout réel a de [0,1], on a P(aX <Y) = 1.
On note Z =Y — X. Déterminer la densité ¢ de la loi du couple (X, 7).

Montrer que X et Z sont indépendantes et déterminer la lot de Z.

Correction

Soit. A un réel strictement positif.

1.

X et Y sont des variables aléatoires & valeurs positives : X(2) C RT et Y(2) CR". On a
en effet

P(X <0)=P(X <0,Y €R)

= / f(z,y) dx dy
<0 JyeR
=0

car f(x,y) est nul pour tout x strictement négatif.
En passant au complémentaire, on obtient que P(X > 0) = 1.
De méme, P(Y > 0) = 1.

On calcule la densité de la loi de X : le couple (X, Y) est de densité f, donc X admet une
densité, que I'on note gx et on a, pour tout z € R,

gx(z) = /Oo f(z,y) dy.

Soit x € R.
Si  est strictement négatif, alors, pour tout réel y, f(z,y) =0, donc gx(x) = 0.



Supposons x > 0. On a

flz,y) dy

€R

gx ()

—

2 —A
e ylogzgy dy
yeR
+oo
Ne N dy
y=z
e,

I
>

X est donc de densité gx : x — )\e_’\mlxzo. On reconnait la densité de la loi exponentielle
de paramétre A.

3. De méme, (X,Y) est de densité f donc Y est de densité notée gy avec

+o0o
9(y) = f(z,y) dz.

Soit y € R.
Si y est strictement négatif, alors, pour tout réel z, f(z,y) = 0, donc gy(y) = 0.
Soit y € R*. On a

gy (y) = /GIR f(z,y) dx

_/ )\zeiAylongy dx
zeR
y
= )\26_’\9/ dx
0
= )\2ye’)‘y

La densité de la loi de Y est donc y — Aye 1,5.
4. On constate que P(X >2) >0, P(Y <1) > 0 mais

+o0 1
P(XZZYSl):/ / flz,y) do dy =0
2 0

car f est nulle sur [2, +00[x]0, 1].
Donc X et Y ne sont pas indépendantes.

5. Soit o > 1.
PlaX <Y) ://

axr<
+00

+o0
:/ </ )\QQ_AyIOSmSy dy) dx
0 ax

“+00
/ [ — )\e”\y} :;:o dx car siy > ax alors y > x
0

“+o0
Ae 2 dx

)\ “+oo
ef)\a:t:
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6. Soit v € [0, 1].
On a

Pax <) = [ fey) dody
ar<y

— // )\26_)\y10§a$§z§y dI dy
R2

=/ f(x,y) dv dy
R2
—1

7. Soit Z=Y — X.
Pour déterminer la loi de Z, on utilise une fonction test (ou fonction muette) : soit h :
R? — R une fonction borélienne et bornée. Alors h(X, Z) est mesurable et bornée donc
c’est une variable aléatoire intégrable et on a :

E(h(X,Z)) =E(h(X,Y — X))

// (,y — 2)dPx y)(z,y)

R2
R

= // h(J},y - .C(,’))\zei)\y].ogxgy dx dy
R2

On effectue le changement de variables t = x, z =y —x, ie x = t,y = 2z + t. C'est un
difféomorphisme de R? et son jacobien est égal & 1.

On en déduit :

X Z // t Z Atz )10<t<t+2 x 1 dt dz
R2

// t Z t+z)1t>0 ,2>0 dt dz
R2

Le couple (X, Z) admet donc pour densité la fonction ¢ : (z,2) > A2e @)1 ,54 5.

8. On constate, que, pour tout couple (z, z), on a

o(x,z) = gx(x) x )\6_)\21220.

Cette fonction est donc le produit d’une fonction de x et d’une fonction de z, donc les
variables aléatoire X et Z sont indépendantes, et la fonction z — Ae™*1,5¢ est la densité
de Z.

Exercice 2. Soit (X,Y) un couple de wvariables aléatoires discrétes indépendantes et de loi
géométrique sur N de parametre p = 1/2. On rappelle que, pour tout k € N, on a : P(X = k) =
PY = k) =271

On considére les variables aléatoires U = min(X,Y) et V = max(X,Y).



1. Montrer que, pour tout (k,f) € N?, on a

0 stk >V
PU =k, V =10)= (2722 sik=1/
el TN R4
2. Calculer P(U =V).
3. Vérifier P(V = 0) = 1/4 puis montrer que, pour tout entier naturel non nul £, on a :

P(V=10)=2""-3x27%72

4. Les variables aléatoires U et V' sont-elles indépendantes ?

R

Justifier que, pour tout x €] — 1,1[, on a 3, (2t = ﬁ

6. Calculer, si elle existe, I’espérance de V.

Correction

1. Soit (k,¢) € N2,
Si k> ¢, événement {U = k,V = (} est I'ensemble vide, donc P(U = k,V =) = 0.
Sinon, on a

{U=kV=0=(X=kIn{Y =) U{X =k} n{Y =1})

et ces deux événements sont égaux si k = ¢ et incompatibles si k < (.
On a donc, si k=0, P(U =k, V =k)=P(X =k,Y = k). Les variables aléatoires X et Y
étant indépendantes, on obtient :

P(U=kV ="k =PX =k xP(Y =k)

— 2—2k—2

Etsik </, ona:

PU=kV=0=PX=kY =0+P(X=(Y =k)

=P(X =k) xP(Y =0) +P(X =€) x P(Y = k)
— g—k—t-1

2. Par la formule des probabilités totales, on a :
+oo

PU=V)=) PU=V,U=k)
k=0

+oo
=> P(U=FkV =k)
k=0

“+o00




3. V est une variable aléatoire discréte & valeurs dans N.
OnaP(V=0)=PX=0Y=0)=1/4.
Pour tout ¢ € N*, on a :

keN
/-1 +o0
=Y PU=kV=0+PU=0V=0+ > PU=kV =1
k=0 k={+1
-1
_ Z 9—k—l=1 4 9=20-2 4
k=0
1- 2
— 2—[—1 2—2[—2
-2 "

4. OnaPU=1V=0)=0PV=0)=1/4etP(U=1) >PU =1,V =1) > 0 donc
PU=1,V=0)#PU=1)xP(V=0).
Les variables aléatoires U et V' ne sont donc pas indépendantes.

5. On considere la fonction définie sur | —1,1[ par f: 2+ >, 2",

Cette fonction est une série entiére de rayon de convergence 1, donc elle est C* sur | —1, 1].
On peut dériver la série terme a terme sur | — 1,1[ et on obtient, pour tout = de cet

intervalle :
f(z) = foe_l.

>1

On peut donc affirmer que, pour tout x de | — 1, 1], la série »_,, (x* converge.
On a par ailleurs pour tout x €] — 1,1, f(z) = 1/(1 — z), donc f'(z) = 1/(1 — z)*.
On a donc :

ij =z X foe_l

>1 0>1

=z f'(z)

(1 —x)?

6. On étudie la série Y, (P(V = ().

Cette série fait intervenir les deux séries Y, £27¢ et Y, £272* qui sont toutes deux absolu-
ment convergentes, donc elle est également absolument convergente et on a :



E(V) = f (P(V = 0)

= fﬁ x (276 —=3.27%7%)
— ry2) - S

(1

4

12 3 1/4
T (1—1/2)2  4(1—1/4)?

>
3

Exercice 3. Soit (U,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur
[0,1]. On note, pour tout n > 1, M,, = max(Uy,...,U,).

1. Soit n € N*. Pour tout t € [0, 1], montrer que P(M, < t) =1t" et en déduire la densité de
la loi de (M,,).

2. Montrer que (M,) converge en probabilité vers 1.

3. Justifier la convergence, pour tout k € N*, de la série Y _ P(|M, — 1| > k™).

4. En déduire que, pour tout k € N*, [’événement {VN,In 2_ N tel que |M,, — 1| > k™ '} est
de probabilité nulle.

5. Conclure que (M,), converge presque sirement vers 1.

6. Justifier que (n(1 — M,)),, converge en loi vers une loi exponentielle. On pourra utiliser la
fonction de répartition.

Correction

Soit (U,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur [0,1]. On
note, pour tout n > 1, M,, = max(Uy, ..., U,).

1.

2.

Soit n € N*. Soit t € [0,1]. On a :

P(M, < t)

P(Vk < n, Uy, < t)
P {Uk < t})

Il
—: =

P(U;, < t)

1

n

I
~ =

La fonction de répartition de M, est donc continue sur R et continument dérivable sur
R\{0, 1}. Donc M,, admet une densité, que ’on obtient en dérivant la fonction de répartition
l1a o c¢’est possible.

M,, admet donc pour densité ¢ — nt" 1y 5(¢).

Soit € €]0, 1]. Pour tout n > 1, on a :
P(|M, —1|>¢€)=P(M, <1—€eou M, >1+¢)
=P(M, <1—¢)+P(M,>1+¢)
=(1—-e)"+0



Lorsque n tend vers +oo, cette probabilité tend vers 0, donc (M,,) converge en probabilité
vers 1.

. Soit k € N*, k=1 est dans ]0, 1], donc on peut appliquer le calcul de la question ci-dessus
avec € = kL.

On a ainsi, P(|]M,, — 1| > k') = (1 — k~1)™.

Or, la série de terme général ((1 — k~1)™),, est convergente car ¢’est une série géométrique
dont la raison appartient a [0, 1[.

Pour tout k € N*, la série > P(]M,, — 1| > k') est donc convergente.

. Soit k € N*.
On utilise le ler lemme de Borel-Cantelli : la série Y P(|M, — 1| > k™) converge, donc

I'événement
A UM, -1 >k}

N n>N

est de probabilité nulle.

On a donc bien :
P (VN,3n > N tel que [M, — 1| > k") = 0.

. On en déduit que

P (Uu{¥N,3n > N, |M, — 1| > k7'}) <Y P(YN,3n > N, |M, — 1| > k1) =0
k

Dongc, en passant au complémentaire,
P (N{3IN,Vn > N,|M, — 1| <k7'}) =1

Autrement dit : presque strement, pour tout k, il existe N tel que pour tout n > N,
|M,, — 1| < 1/k, ce qui signifie que, presque stirement, (M,,) converge vers 1.

. On étudie la convergence de la suite des fonctions de répartition de n(1 — M,,).

Soit & un réel positif.

P(n(1—M,) <z)=PQ1 - M, <z/n)
=P(M, >1—xz/n)

x étant fixé, pour tout n assez grand, z/n est inférieur a 1 et on a donc

P(n(l—M,) <z)=1— (1 - %)" =1 (%),

Or, nIn(1—x/n) tend vers —x lorsque n tend vers +oo, donc (P(n(1—M,) < x)),, converge
vers 1 —e ",

La suite des fonctions de répartition de n(1 — M,,) converge donc vers la fonction de répar-
tition de la loi exponentielle de parameétre 1.

(n(1 — M,,)) converge ainsi vers la loi exponentielle de paramétre 1.



