Université Claude Bernard (Lyon 1) UE MAT2093L Algebre Géométrique L2

Fiche 1

Exercice 1 (Formes bilinéaires) Soient a;; des réels (i,j = 1,2) et soit ¢ : R? x R? — R définie
pour tous X = (1, 72) et y = (y1,92) € R? par
p(x,y) = az1y1 + Br1ye + yx2u1 + dx2ys.
(a) Montrez que ¢ est une forme bilinéaire.
(

b) A quelle condition ¢ est-elle symétrique ?

d

(e) On suppose ¢ symétrique. Quelle est la forme quadratique associée a ¢ ?

)
)
(¢) A quelle condition ¢ est-elle antisymétrique ?
(d) Donnez la matrice de ¢ dans la base canonique.
)

Soit maintenant n un entier > 0 et a;; € R des réels (pour 4,j = 1,...,n). On définit ¢ : R" xR" —
R pour tous x = (x1,...,2n) et y = (y1,...,yn) € R" par

p(x,y) = Z AigTiYy-
1<ij<n

Reprenez les questions précédentes dans ce cadre plus général.

Corrigé

(a) Soient A, i € R et soient x = (x1,22), y = (y1,%2) et ¥ = (3}, y5) dans R%. Montrons que ¢ est
linéaire a droite. Comme Ay + py’ = (Ay1 + uyi, A\y2 + pyh), on trouve

o(x, Ay + py') = ax1(Ay1 + pyh) + Bri(Ay2 + pyh) + vza(Ayr + pyh) + 6x2(Aya + pybh)
= XNox1y1 + Briye + yxay1 + 0x2y2) + paxiyy + Briys + yxay) + 6x2ys)
= Xo(x,y) + pp(x,y').

Donc ¢ est linéaire & droite. Soit x’ = (2}, 75) € R%. Un calcul similaire donne

e(Ax 4 px',y) = Ap(x,y) + pe(x',y),

donc ¢ est linéaire a gauche. Donc ¢ est bien une forme bilinéaire.

(b) ¢ est symétrique si pour tout x,y € R? on a ¢(x,y) = ¢(y, x). Cela est équivalent &

G1121Y1 + a1221Y2 + a21T2Y1 + A22T2Y2 = A11Y121 + G12Y1T2 + G21Y2X1 + G22Y2T2
& (a2 — a21)r1y2 + (az1 — ar2)xey; =0
pour tout z;,y; € R. En choisissant par exemple z; = y; = 1 pour ¢ = 1,2 cela implique

2(a12 — a91), autrement dit a;o = agy. Autre argument I'expression ci-dessus est un polynome
en 4 variables x1,x2,y1,y2 qui est nul, donc ses coefficients doivent étre nuls...

(c) ¢ est antisymétrique si pour tout x,y € R? on a ¢(x,y) = —¢(y,x). Cela est équivalent &

a1121Y1 + @12T1Y2 + a21T2Y1 + a22T2Y2 = —(anyll’l + a12y122 + a21Y221 + a22y2332)
& 2a1171y1 + 2a2272Y2 + (@12 + a21)r1y2 + (a21 + a12)r2y1 =0

pour tout xz;,y; € R. Pour conclure on peut réutiliser 'argument sur les polynémes. Si on veut le
faire a la main, en choisissant z1 = y; = 1 et 9 = yo = 0 on trouve a7 = 0. Puis en choisissant
1 =y1 =0 et x2 = yo = 1 on trouve ags = 0. Enfin, en choisissant tous les coefficients égaux a
1 on trouve ajo = —agq.
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o1 o ) (en effet, p(eq,e1) = a1,

(d) La matrice de ¢ dans la base canonique (e1,e2) est M = (
p(er,e2) = ajy ete.).
(e) Soit x = (x1,x2). La forme quadratique associée a ¢ est définie par
q(x) = @(x,X) = a112} + a120172 + a21 %271 + ag273 = a1 @] + 2225 + 24127172
(car ag; = aj2).

Cas général (sans tous les détails).
(a) Soient A\, € R et soient x = (z1,...,2n), Yy = (Y1,...,yn) ety = (¥},...,y,,) dans R”. On a
PN+ uy) = D agmiyi ) =X > agzyitp Y agriy; = Ae(x,y) + pex,y'),
1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n
donc ¢ est linéaire a droite. Un calcul similaire montre que ¢ est linéaire a gauche.
(b) ¢ est symétrique si a;; = aj; pour tous i, j € {1, dots,n}.
(c) ¢ est antisymétrique si a;; = 0 pouri =1,...,netsia;; = —aj; pour tous 4, j avec 1 <i < j < n.

(d) La matrice de ¢ dans la base canonique est

air v Glp
asi -+ a2p
Gnp1 - QOnpn

(e) La forme quadratique associée & ¢ est donnée par la formule

n
2
q(x) = E Qi TiT5 = E aiiT; + 2 E Qi TiT 5
=1

1<i,5<n 1<i<j<n

(car aj; = a;j).

Exercice 2 (Formes quadratiques)

R? » R
T1,T9) > T3
R? telle que ¢(x) = p(x,x) pour tout X = (z1,22) € R%. En déduire que ¢ € Q(R?).

R? - R
(r1,22) — w122

(a) On considere I’application q : { ( . Trouver une forme bilinéaire symétrique ¢ sur

(b) Méme question que précédemment avec q : {
(c) Soit b1, b1, baa € R et soit ¢ définie pour tout x = (1, 22) € R? par
q(x) = b1127 + braw122 + boo3.

Montrez que ¢ € Q(R?) et déterminez sa forme polaire. En déduire la matrice de ¢ dans la base

canonique.
(d) Plus généralement, soit n > 0 un entier et b;; des réels (1 < i < j < n). Montrer que I'application
g définie pour tout x = (z1,...,x,) € R" par
q(x) = Z szmzwj
1<i<j<n

est une forme quadratique sur R™ (trouvez sa forme polaire). Déterminez la matrice de ¢ dans
la base canonique.



Corrigé

(a)

(b)

()

On définit ¢ par p(x,y) = 2191 pour tous x = (x1,22),y = (y1,92) € R% Alors ¢ € BLS(R?) et
q(x) = ¢(x,x), donc par définition de Q(R?) on a bien ¢ € Q(R?).

1
On définit ¢ par o(x,y) = i(xlyZ + z9y1). Alors ¢ € BLS(R?) et ¢(x) = ¢(x,x), donc par
définition de Q(R?) on a bien ¢ € Q(R?).

En utilisant la question précédente, il suffit de définir ¢ par

b12
p(x,y) = bnziyr + 7(9611/2 + oY1) + baaways.

C’est une forme bilinéaire symétrique qui vérifie ¢(x) = ¢(x,x), donc ¢ € Q(R?). C’est la forme
polaire de ¢ (par unicité de la forme bilinéaire symétrique vérifiant cette propriété). On en déduit
que la matrice de ¢ dans la base canonique est

( b11 512/2>
bi2/2 by )

Plus généralement, soit x = (z1,...,2,) et y = (21,...,7,) dans R%2. On définit la forme
bilinéaire symétrique ¢ par

bij
o(x,y) = Z 7](%% + Jiji)

1<i<j<n
= Z biiwiyi + Z é](xzy] + T5;).
=1 1<i<j<n

On a bien ¢(x) = ¢(x,x), donc ¢ € Q(R™), sa forme polaire est ¢ et sa matrice dans la base
canonique est la matrice symétrique

b11



