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5 Réduction des endomorphismes orthogonaux

Soit (E, (-,-)) un espace euclidien. Notons que tout sous-espace F' C E est naturellement un
espace euclidien (en le munissant de la restriction de (-,-) & F x F'). Le but de cette partie est
d’établir une représentation matricielle “simple” des éléments du groupe orthogonal O(E).

Proposition 5.1. Soit u € O(E) et F un sous-espace vectoriel stable par u, c’est-a-dire tel que
uw(F) C F. Alorsu(F) = F etu(Ft) = F*. Par ailleurs u induit sur F et F+ des endomorphismes
orthogonauz. Autrement dit la restriction de w a F (resp. & F+) appartient a O(F) (resp. O(F*1)).

Démonstration. Comme u est inversible, on a dim(F') = dim(u(F')). Combiné & u(F) C F on en
déduit I'égalité. Soit y € F. D’apres ce qui précede il existe x € F tel que y = u(x). Pour tout
z € F-, on a donc

(y,u(z)) = (u(x),u(2)) = (x,2) =0,

donc u(z) € F+. On en déduit que u(F+) C F*, d’ou I’égalité (premicre partie de la proposition
appliquée a F1).

Comme u préserve le produit scalaire, sa restriction & F et F* aussi, donc on a up € O(F)
et upr € O(FL). O

Proposition 5.2. Soit V' un R-espace vectoriel de dimension n > 1 (pas forcément euclidien) et
u € L(V). Alors il existe un sous-espace F' de V' de dimension 1 ou 2 et stable par u.

Démonstration. Soit P € R[X]\ {0} le polynéme caractéristique de u. On écrit P = P; --- Ps ou
Py, ..., Py € RIX] sont irréductibles (donc de degré 1 ou 2). Comme P(u) = Py(u)o---0Ps(u) =0
(théoréme de Cayley-Hamilton), il existe un entier ¢ entre 1 et s tel que P;(u) ¢ GL(V). Pour
smplicité, notons @ = P;. On peut supposer @ unitaire (quitte & le diviser par son coefficient
dominant). Fixons x € ker(Q(u)) # {0}. On distingue deux cas.

Cas 1. deg(Q) = 1. Il existe a € R tel que @ = X —a. Alors 0 = Q(u)(x) = u(x) — ax, donc la
droite F' = Rx est stable par .

Cas 2. deg(Q) = 2. 1l existe a,b € R tel que Q = X? + bX + c. On pose F = Vect(x, u(x)).
Alors dim F' < 2 et F est stable par u : en effet, comme u € ker(Q(u)) on a u(u(x)) = u?(x) =
—bu(x) —cx € F.

O



Proposition 5.3. Soit u € O(E). Alors il existe une BON B et des entiers s,p,q € N tels que

Ry,

\ 0 —sing
Mg(u) = Ry ot Ry = ( €0 - ) (5.1)

sinf cosf

et0< bt <--- <0, <.

Démonstration. On procede par récurrence sur n = dim(E).

Initialisation. Si n = 1 : ok (la matrice de u est une matrice de taille 1 x 1 égale & (1) ou (—1)).
Si n = 2, on choisit une orientation.

Premier Cas. u € O~ (FE). Donc u est une symétrie orthogonale par rapport & une droite D.
Soit B une BON tel que D = Rx. Alors la matrice de u dans B est ( (1) _01 >
Deuxiéme Cas. u € SO(FE). Alors il existe 6 € [—m, 7] tel que u soit la rotation d’angle 6. Soit

B = (x,y) une BOND. On a vu que la matrice de u dans B est cosf —sinf ) Sio<g<

sinf cosf
on a fini (remarquons que si # = 0 ou m on a v = Id ou —Id donc c¢’est bon aussi). Si § < 0 on
prend B’ = (y,x). Dans cette base la matrice de u est

cosf sinf \ [ cosp —sing
—sinf cosf )\ sing cose )’
avec ¢ = —0 € [0, 7].

Hérédité. Soit F C E un sous-espace de dimension 1 ou 2 stable par u. On pose G = F*.
Soit up (resp. ug) la restriction de u a F' (resp. & G). On a vu que up € O(F) et ug € O(G).
Comme 1 < dim F,dim G < n on peut appliquer notre hypothese de récurrence a up et ug. Cela
nous donne une BON By de F telle que la matrice de up dans Bg soit de la forme . Idem
pour ug. Alors quitte & réordonner les vecteurs, on obtient & partir de B = (B, Bg) une BON
qui convient. ]

Rappelons qu'une réflexion de F est une symétrie orthogonale par rapport & un hyperplan de
E.

Proposition 5.4. O(E) est engendré par les réflexions. Plus précisément, tout u € O(E) s’écrit
comme composition d’au plus n réflexions.

Démonstration. Pour n = 1 le résultat est évident (puisque u = Id ou —Id). Supposons n > 2.
Soit B une BON de E et 6 €]0, 7. Soit u € O(E) dont la matrice dans B est de la forme

I (0) I, (0) Iy, (0)
Rg = S S@
(O) In 2 & (0) In 2 & (0) Loy

o (01 ([ sinf cosé . .
ou S = < 10 > et Sp = < cosf  —sind > Remarquons que les deux matrices du produit de

droite correspondent & des réflexions : en effet, elles sont symétriques et leur carré vaut I’identité,
donc elles représentent des symétries orthogonales. De plus leur trace vaut n — 2 =2(n — 1) — n.
Donc ce sont des symétries orthogonales par rapport a un sous-espace de dimension n — 1, c’est-
a-dire des réflexions (voir la partie de cours sur les symétries orthogonales pour les propriétés de
la trace).



Soit u € O(F) (quelconque) et soit B une BON de E telle que la matrice de u dans B soit de
la forme

Ry,

Mp(u) = Ry,
I
~I,
Pouri=1,...,set j=1,...,q on note
Iz;_2 Iosipij—1
R = Ry, et Si:= -1
1,2 LI*J'
Alors

Mg(u) = R} ---RLS} - 5.

Par ailleurs, chaque R} est le produit de deux matrices représentant des réflexions et chaque S;.
correspond également & une réflexion, donc u est la composition de 2s + ¢ = n — p réflexions. [
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