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Question de cours.

1. Le noyau de u est keru = {z € E: u(z) = 0p}.

2. Soit (A1,...,An) € R™ tel que Au(er) + - -+ + Mu(en) = 0p. Comme u est linéaire, on en déduit
que : u(Ajer + - -+ + Apen) = Op, ainsi Adje; + - - + Aye, € keru.
Mais u est injective, d’ou keru = {0g} et donc A\je; + -+ + A\e, = Op.
Or (eq,...,e,) est une famille libre de E, par conséquent, \y = --- = \,, = 0.

Donc (u(eq),...,u(e,)) est une famille libre de F.

Exercice 1. deg F < 0 et X2 + 4 est irréductible dans R[X], ainsi il existe (a,b,c) € R? tel que :

_a +bX-|—c
X -3 X2+44°

F(X)

En multipliant I’égalité précédente par X — 3, puis en évaluant en X = 3, on obtient :

4x32-3x3-1 26

_ _ 09
“ 3244 13

On évalue ensuite en X = 0, alors : —% +49= %, d’ou :

1 2
c (12+3> 3

Enfin, on multiplie ’égalité par X puis on fait tendre X vers +o0, il vient : 2+ b =4, d’ot b = 2.

Finalement, on a :
2 2X +3

X—3+X2+4'

F(X) =

Exercice 2.

1. Soit (x1,y1,21) € R3, (72,12, 22) € R3 et A € R, alors :

FA(@1, 91, 21) + (@292, 22)) = f(Az1 + @2, Ay1 + y2, Az + 22)
= (Az1 4+ 22 + A\y1 + y2, Az1 + 22 — 2(A21 + 22))
= (Ax1 + Ay1, Ax1 — 2(Az1)) + (22 + y2, 2 — 229)
= ANx1+y1, 21 — 221) + (v2 + Y2, x2 — 222)
= M (z1,y1,21) + f(22,92, 22).

Donc f est une application linéaire.
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2. Soit |y | € R?, alors :

z
:17 T+ =0 = -z
y | €ker f < f(z,y,2) = (0,0) <~ Y =Y .
. T -2z =0 z =3
Ry 1
= |lyl|l=2|-1]1,
z 1/2
1
donc ker f = Vect(e) ot e = | =1 |. Or e # Ors, d’ou (e) est une base de ker f et donc
1/2

dim(ker f) = 1.
3. D’apreés la question précédente, ker f # {Ogs}, donc f n’est pas injective.

4. D’aprés le théoréme du rang, on a rg(f) + dim(ker f) = dimR3 = 3, ainsi rg(f) = 2. De plus,
Imf C R? et dimR? = 2, donc Imf = R?, c’est-a-dire que f est surjective.

Exercice 3.

1. (a) ¢0+2x0—0=0dou (0,0,0) € F.
e Soit (x1,y1,21) € F, (w2,y2,22) € F et A € R, alors :

A1, 91, 21) + (T2, Y2, 22) = (Am1 + 22, Ay1 + y2, Az1 + 22),
de plus :
(Azx1 +22) +2(Ay1 + y2) — (Az1 + 22) = A1 + 2y1 — 21) + (22 + 2y2 — 22) =0,

car 1 +2y; — 21 = 0 et w9 + 2ys — 29 = 0. D’on, AN(x1,y1,21) + (22,y2,22) € F.

Par conséquent, F' est un sous-espace vectoriel de R3.

T
(b) Soit [y | € R3, alors :
z
x T T
Yyl eF<=z+2y—2=0<=z=0x+2y<= |y | = Y
T 1 0
= |yl =20 +y|l
z 1 2
Posons u = et v= , on vient de montrer que F' = Vect(u,v).

Montrons que (u, v) est une famllle libre : soit (a,b) € R? tel que au + bv = Ogs, alors :

a =0
b =0<=a=b=0.
a+2b =0

Ainsi (u,v) est une famille libre, c’est donc une base de F.



x
(c) Soit |y | € R3, alors :

z
x x —y
yleG<=zrz+y=0ecty+2=0<= |y =1| v
z z —y
x -1
= |ly]|=9yl|1
z -1
—1
Posons e = | 1 |, alors G = Vect(e) et comme e # Ors, (e) est une base de G.
—1

(d) D’aprés les questions précédentes, dim F' = 2 et dim G = 1, d’ott dim F+dim G = 3 = dim R3.
Deplus: —1+2x1—(-1)=2,dotue¢ F et donc FNG = {Ors}.
On en déduit que R? = F ¢ G.

x
2. (a) Soit |y | € R3, alors :
z
T 3x+2y—2 =0 3x+2y—2 =0
Lo« Lo+Ls
y| €ker f<— ¢ -z +2z =0 " 2u+2z =0
L3(—L3*L2
< xr +2y+z =0 2x + 2y =0
3r+2y—2z =0 0 =0
<= y +z =0 <= y +z =0
L1+ L1—3L3+1Lo
z +y =0 z+y =0
x
=0
<:>{ y+z — |y | €G.
Tty =0
z
Donc ker f = G.
(b) i Imf = Vect(f(e1), f(e2). f(es)), de plus :
— fle)=(3, -3 Y)et 3+2(-1)—1=0dou f(e1) € F.

(
— fe2) =(1,0,1) et 1+2x0—1=0d’on f(ez) € F.
— fles)=(-3.3.3) et =3 +2x 12— =0dou f(e3) € F.
Or F est un espace vectoriel, donc Imf C F.
ii. D’apres les questions précédentes, on a dim F' = 2 et dim(ker f) = dim G = 1. De plus,
d’aprés le théoréme du rang, dim(ker f) +rg(f) = dimR? =3, dou rg(f) =3 -1 = 2.
Comme Imf C F et dim(Imf) =dim F =2, on a Imf = F.

(¢ i Ona:
rosen=1(5-53) = (3-33) = F)
Fofex) = FL0.1) = (1,0,1) = f(e2)
rese=1(-553) = (“333) =7

ii. fof et fsont deux applications linéaires et, d’aprés la question précédente, elles coincident

sur une base de R?, par conséquent, fo f = f.



