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Question de cours.

1. Le noyau de u est keru = {x ∈ E : u(x) = 0F }.

2. Soit (λ1, . . . , λn) ∈ Rn tel que λ1u(e1) + · · · + λnu(en) = 0F . Comme u est linéaire, on en déduit
que : u(λ1e1 + · · ·+ λnen) = 0F , ainsi λ1e1 + · · ·+ λnen ∈ keru.

Mais u est injective, d’où keru = {0E} et donc λ1e1 + · · ·+ λnen = 0E .

Or (e1, . . . , en) est une famille libre de E, par conséquent, λ1 = · · · = λn = 0.

Donc (u(e1), . . . , u(en)) est une famille libre de F .

Exercice 1. degF < 0 et X2 + 4 est irréductible dans R[X], ainsi il existe (a, b, c) ∈ R3 tel que :

F (X) =
a

X − 3
+
bX + c

X2 + 4
.

En multipliant l’égalité précédente par X − 3, puis en évaluant en X = 3, on obtient :

a =
4× 32 − 3× 3− 1

32 + 4
=

26

13
= 2.

On évalue ensuite en X = 0, alors : −2
3 + c

4 = 1
12 , d’où :

c = 4

(
1

12
+

2

3

)
= 3.

Enfin, on multiplie l’égalité par X puis on fait tendre X vers +∞, il vient : 2 + b = 4, d’où b = 2.
Finalement, on a :

F (X) =
2

X − 3
+

2X + 3

X2 + 4
.

Exercice 2.

1. Soit (x1, y1, z1) ∈ R3, (x2, y2, z2) ∈ R3 et λ ∈ R, alors :

f(λ(x1, y1, z1) + (x2, y2, z2)) = f(λx1 + x2, λy1 + y2, λz1 + z2)

= (λx1 + x2 + λy1 + y2, λx1 + x2 − 2(λz1 + z2))

= (λx1 + λy1, λx1 − 2(λz1)) + (x2 + y2, x2 − 2z2)

= λ(x1 + y1, x1 − 2z1) + (x2 + y2, x2 − 2z2)

= λf(x1, y1, z1) + f(x2, y2, z2).

Donc f est une application linéaire.
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2. Soit

xy
z

 ∈ R3, alors :

xy
z

 ∈ ker f ⇐⇒ f(x, y, z) = (0, 0)⇐⇒

{
x+ y = 0

x − 2z = 0
⇐⇒

{
y = −x
z = x

2

⇐⇒

xy
z

 = x

 1
−1
1/2

 ,

donc ker f = Vect(e) où e =

 1
−1
1/2

. Or e 6= 0R3 , d’où (e) est une base de ker f et donc

dim(ker f) = 1.

3. D’après la question précédente, ker f 6= {0R3}, donc f n’est pas injective.

4. D’après le théorème du rang, on a rg(f) + dim(ker f) = dimR3 = 3, ainsi rg(f) = 2. De plus,
Imf ⊂ R2 et dimR2 = 2, donc Imf = R2, c’est-à-dire que f est surjective.

Exercice 3.

1. (a) • 0 + 2× 0− 0 = 0 d’où (0, 0, 0) ∈ F .
• Soit (x1, y1, z1) ∈ F , (x2, y2, z2) ∈ F et λ ∈ R, alors :

λ(x1, y1, z1) + (x2, y2, z2) = (λx1 + x2, λy1 + y2, λz1 + z2),

de plus :

(λx1 + x2) + 2(λy1 + y2)− (λz1 + z2) = λ(x1 + 2y1 − z1) + (x2 + 2y2 − z2) = 0,

car x1 + 2y1 − z1 = 0 et x2 + 2y2 − z2 = 0. D’où, λ(x1, y1, z1) + (x2, y2, z2) ∈ F .
Par conséquent, F est un sous-espace vectoriel de R3.

(b) Soit

xy
z

 ∈ R3, alors :

xy
z

 ∈ F ⇐⇒ x+ 2y − z = 0⇐⇒ z = x+ 2y ⇐⇒

xy
z

 =

 x
y

x+ 2y


⇐⇒

xy
z

 = x

1
0
1

+ y

0
1
2

 .

Posons u =

1
0
1

 et v =

0
1
2

, on vient de montrer que F = Vect(u, v).

Montrons que (u, v) est une famille libre : soit (a, b) ∈ R2 tel que au+ bv = 0R3 , alors :
a = 0

b = 0

a+ 2b = 0

⇐⇒ a = b = 0.

Ainsi (u, v) est une famille libre, c’est donc une base de F .
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(c) Soit

xy
z

 ∈ R3, alors :

xy
z

 ∈ G⇐⇒ x+ y = 0 et y + z = 0⇐⇒

xy
z

 =

−yy
−y


⇐⇒

xy
z

 = y

−11
−1

 .

Posons e =

−11
−1

, alors G = Vect(e) et comme e 6= 0R3 , (e) est une base de G.

(d) D’après les questions précédentes, dimF = 2 et dimG = 1, d’où dimF+dimG = 3 = dimR3.

De plus : −1 + 2× 1− (−1) = 2, d’où e /∈ F et donc F ∩G = {0R3}.
On en déduit que R3 = F ⊕G.

2. (a) Soit

xy
z

 ∈ R3, alors :

xy
z

 ∈ ker f ⇐⇒


3x+ 2y − z = 0

−x + z = 0

x + 2y + z = 0

L2←L2+L3⇐⇒
L3←L3−L2


3x+ 2y − z = 0

2y + 2z = 0

2x+ 2y = 0

⇐⇒


3x+ 2y − z = 0

y + z = 0

x + y = 0

⇐⇒
L1←L1−3L3+L2


0 = 0

y + z = 0

x+ y = 0

⇐⇒

{
y + z = 0

x+ y = 0
⇐⇒

xy
z

 ∈ G.
Donc ker f = G.

(b) i. Imf = Vect(f(e1), f(e2), f(e3)), de plus :

— f(e1) = (32 ,−
1
2 ,

1
2) et

3
2 + 2(−1

2)−
1
2 = 0 d’où f(e1) ∈ F .

— f(e2) = (1, 0, 1) et 1 + 2× 0− 1 = 0 d’où f(e2) ∈ F .

— f(e3) = (−1
2 ,

1
2 ,

1
2) et −

1
2 + 2× 1

2 −
1
2 = 0 d’où f(e3) ∈ F .

Or F est un espace vectoriel, donc Imf ⊂ F .

ii. D’après les questions précédentes, on a dimF = 2 et dim(ker f) = dimG = 1. De plus,
d’après le théorème du rang, dim(ker f) + rg(f) = dimR3 = 3, d’où rg(f) = 3− 1 = 2.

Comme Imf ⊂ F et dim(Imf) = dimF = 2, on a Imf = F .

(c) i. On a :

f ◦ f(e1) = f

(
3

2
,−1

2
,
1

2

)
=

(
3

2
,−1

2
,
1

2

)
= f(e1)

f ◦ f(e2) = f(1, 0, 1) = (1, 0, 1) = f(e2)

f ◦ f(e3) = f

(
−1

2
,
1

2
,
1

2

)
=

(
−1

2
,
1

2
,
1

2

)
= f(e3)

ii. f◦f et f sont deux applications linéaires et, d’après la question précédente, elles coïncident
sur une base de R3, par conséquent, f ◦ f = f .
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