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Feuille d’exercices n°5

REPRESENTATIONS MATRICIELLES DES APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 1. Déterminer les matrices des applications linéaires suivantes dans les bases canoniques des

espaces vectoriels R? et R3.
1. f:R2 = R? (z,y) — 2z + 3y, —x +3);

2. [ RZ 5 R3 (2,y) = (y,—2 + 9,22 —y);

3. f1 R = R2 (2,y,2) = (z+4y+2,—x+y+2).

Exercice 2. Déterminer le rang des matrices suivantes en les écrivant sous forme échelonnée.

13 2 1 -3 6 2 111 1 23 2
14 1 . (2 =5 10 3] ; (12 4] ; |2 3 4 2
01 —1 3 -8 17 4 139 345 2

Exercice 3. On note B. = (e1, €2, e3) la base canonique de R3. On considére h: R? — R3 I’application

linéaire définie par h(e;) = 2e1 + e3 — e3, h(ez) = e1 + e3 — e3 et h(eg) = e — 2es.
1. Ecrire la matrice M de h dans la base B.,.

2. Déterminer le rang de h.

Exercice 4. On considére f: R* — R3 I'application linéaire dont la matrice dans les bases canoniques

1 2 1 1
deR*etR3est A=[1 1 2 1
1 -2 5 -5

1. Déterminer une base du noyau de f.

2. Déterminer une base de 'image de f.

Exercice 5. On considére I'application linéaire u: R3[X] — R?, P~ (P(—1), P(1)).
1. Déterminer la matrice de u dans les bases canoniques de R3[X] et R.

2. Déterminer le noyau et 'image de u.

Exercice 6. En utilisant les bases canoniques et des matrices appropriées, donner des démonstrations

trés courtes des énoncés suivants :
1. L’application f de R? vers R? définie pour tout (z,y) de R? par f(z,y) = (3x — 2y, x + y) est un
endomorphisme.
2. L’ensemble F = {(z,y,2) €R? | x —y+ 2 =0et 2 + 2y = 0} est un sous-espace vectoriel de R3.

3. L’ensemble G = {(z,y, z,t) € R* | 2 + 3y — 2z = 0} est un sous-espace vectoriel de R*.



Exercice 7.

On considére quatre réels a, b c et d et on note A = (CCL Z) € Msy(R).

1. Soit f I'endomorphisme de My (R) défini par f(X) = AX. Ecrire sa matrice dans la base cano-
nique de M3 1(R).

2. Soit g 'endomorphisme de M 5(IR) défini par g(Y) = Y A. Ecrire sa matrice dans la base canonique
de Ml,g (R) .

3. Soit h I’endomorphisme de My (R) défini par h(M) = AM. Ecrire sa matrice dans la base canonique
de Ms(R).

Exercice 8. Soit E un espace vectoriel sur R de dimension 3 et e = (e, ez, e3) une base de E. On pose
f = (f1, f2, f3) ot fi = e1 + 2ex — 2e3, fo = 4e; + Tex — be3 et f3 = —3e; — Heg + Hes.

1. Montrer que f est une base de E, puis écrire la matrice de passage P de e vers f.

1
2. On considére v € F le vecteur de matrice | 1 | dans f. Quelle est sa matrice dans e ?
-2
1
3. On considére w € E le vecteur de matrice [ 1 | dans e. Quelle est sa matrice dans f 7
-2

Exercice 9. On note B. = (e1, e2, e3) la base canonique de R3.

On considére v; = (1,2,0), vo = (0,1, —1), v3 = (0,1, 1) et Papplication linéaire
f: R3 —>R37 (I‘,y,Z) — (21‘—y+z,—x—y,5a}—y)

1. Montrer que B = (v1,v2,v3) est une base de R3.
Déterminer la matrice de f dans la base canonique.

Déterminer la matrice de f dans la base B.

- W

Déterminer la matrice de f dans la base B pour 'espace de départ et la base canonique pour

I’'espace d’arrivée.

5. Déterminer la matrice de f dans la base canonique pour l'espace de départ et la base B pour

I’espace d’arrivée.

Exercice 10. On note B. = (e1, €2, 3) la base canonique de R3. On considére f: R? — R3 I’application

linéaire définie par f(e1) = 2e; + e — e3, f(e2) = ea —e3 et f(es) = —ey + 4es. On pose v; = 2e; — e,
V9 = —ej + e3 et v3 = 2e; — 2e9 + €3.
1. Montrer que B = (v1,v2,v3) est une base de R3.

. Ecrire la matrice A de f dans la base B..

2
3. Ecrire la matrice de passage P de la base B, a la la base B, puis calculer P71,
4. Déterminer la matrice B de f dans la base B.

5

. Ecrire une relation entre les matrices A et B.



Exercice 11. On considére I’endomorphisme de R3, f: R? — R? dont la matrice dans la base canonique

0 2 2
B. = (e1,e,e3)est A=[-1 3 -1
3 =3 1

—_
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Calculer f(z,y,z) pour tout (x,y,z) € R3.

Déterminer un vecteur u; € R? non nul tel que u1 € ker(f — 2Idgs).
Déterminer un vecteur us € R3 non nul tel que f(uz) = —2us.

Déterminer un vecteur uz € R? non nul tel que uz € ker(f — 4Idgs).
Montrer que B = (u1,us, u3) est une base de R3.

Ecrire la matrice D de f dans la base B.

Pour tout n € N, calculer D™.

Ecrire la matrice de passage P de B, a B.

Exprimer A en fonction de D, P et P~!. En déduire, pour tout n € N, A™.

Justifier que A est inversible et calculer A1,

. En déduire que f est bijective et calculer f~!(z,y, z) pour tout (z,y,z) € R3.

Exercice 12. On considére 'application f: Ry[X]| — Ro[X], P+— P — (X —2)P'".
On note C = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X].

1.

Ne otk W

Montrer que f est un endomorphisme de Ro[X].

Déterminer le noyau de f.

Déterminer 'image de f.

Déterminer la matrice A de f dans la base C.

Montrer que B = (1, X — 2, (X — 2)?) est une base de Ry[X].
Déterminer la matrice de passage P de C a B. Calculer P,

Quelle est la matrice de f dans la base B?



