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#.3.3 Des autresexemples importants exey
ALGEBRE2

1. Les suitesrécurrentes linéaires

2. Les solutions d'une équation différentielle linéaire homogine l
on va la discuter de le chap. II,
en ertilisantla notion d'un app. lin.

↳a evite des pernes repétitives, etc).

ESPPLICATIONS LINEAIRES Rq.On appelle une fonction
f:A < B une application
A

des ensembles si Dg =A.

Def:loientEetF des K-espaces vectoriels etf: E-sF une application linéaire.
si f estune application t.g. Xx,xeE etFLE IK.

f(x+3x) =f(x) +3f(x)

RA Xx,xeE:f(x +x) =f(x) +f(x) 2) Ke {0.R,e3EXx =E, b =(k:f(xx) =3.f(x)
Exples:
① f.K" > IKY, XRA.x a cause de la rete

Soit ACM min (IK) I ↑
② 8: RR DR, x 1 > 3x+1 Pas une appl. lin. (

A f(2+3) =f(5) =16 E
f(2) +f(3) =(6 +1) +(9+1) =17

③ I:C"(IIR - C""(I, IR), f, < 3.f'
neIN* car 58, f =c, 3eRR
Iint ouverte I(8+35123.(8 +35)=3(8+3.f) --1 +3

les ples montre's en analyse

44.14:(1(R) sR, f1<2f(a)
SoitacR I (f+38) =2 (8+3f)(a) =2f(a) +3.2f(a) =4(f) +34(I)

4.2 I:C'(IR) <M2((R), f1<(38(a)2f(b)Soit (a,b,,d) EIRY 28c) -zf(d)
ar
in

a wors!

⑤ f:Mn() <MnCR), Al A +At

&emme:motivépar l'exple 2:(une fract. Preuve:WxcIR, de 1
Toutesles appl. linéaires de IR-IR, f(3.x) =3.f(x)
8 de IR- IRsontde la forme quin'est

x = =1
=3f(x) =f(1).3 de1R

f(x)
=a.x pour un a tIR. pas bin.) angentde notation

alors XxcIR:f(x) =f(1).x a: =f(1)
Thum:Toutesles applications linéaires Preuve:

f:R" -> IRM sontde la forme f(x)=Ax =>l'exple (déjàdémontréan ch.III

pour une matrice AcMmin (R). =>plus tard! pour n=m= 1 ci-dessous.

Cappl. lin =IAt.g.)
Rq:Le lemme ci-dessous estle cas spécial
du The

pour n
=

m
=1.

On remarque que de ce cas A =a =f(1) et1 me base de IR.



Réf: EEprphisme de E vers F.

End (E) =
=2 (E,E) et on appelle un oc End (E) un endomorphisme. (de E).

fe &(E,F) t.g. f estbijective estappeléam isomorphisme. (Notation:f: E = F) "iso"-
·Aut(E) =={fe End (E) etfis} eton appelle un fe Art (E) em automorphisme (de El.

Rqs:
Eet F sontappelés isomorphismes s' 58: EEF eton écritEEF

⑪ 1)f:EtsF= f1:F-E est linéaire alors f: FE3 fiso => ftiso
2) les isomorphismes permettentd'identifier des f:EEFevs E et F. IciEet F perventêtretrès diff

Cexple: Rr[X]=R", plus généralement si dim E
=

n => EEIK" preuve plus tard) Or

F =E(=Ifauto) - de ce cas au permetde simplifier un ge End (E).
3)les isomorphismesdes eus Eet F sont pas uniques, les comparer auce des bijections entre deux ensembles,

-

I >1

M -2

*En3

y E etIK
"

alors dimE=n

#5.2 Ker(f) etim (f)
i".ineappe. ein Rq:Pour f:RY-IRM, xts A.x

1) knf =ker(f): ={x= = f(x) =0 =0=3 Kerf =K2 Aetim f:im A
c) im f =im (8) =SyeF JxcE +.q.f(x) =y3↑

la dif hab.
pour l'image d'une

application

Thrm:Soit f: E-F une appl. lin.
1)Krf =E(ser
2) im f =F (seul

Preuve:1) Fx,cKerf, AdelK.
f(x+x) =f(x) +3.f(x) =0 =3x+3xekyd)fy,ycimf,73e1Kde

carflin y -imf =>Jx +.q.f(x) =y
-

y -imf => 3x +.g.f(x) ycarxekerf"OFetOFel'espace"

#

.2.2 Les solutions des équations différentielles linéaires homogene
loitE:={f=C(I) 8+Ame f*+...+Az.f" +anf'+Ao.f =0) - l'ensemble de solution
n, NEN*Iintervalle ouverte etGo, ..., ame(°(I) d'uneeg. diff. lin d'ordre n.

Thrm:1) E =("(I) (Sarl

2) dim (2) =n

Preuve:de 1) Rq:Preuve de 2

UndéfinitICI: I'fa+ang...
-af'toen surpasse notre cours ici,

mais c'estextrement

important en pratique.



Corollaire 1. Les solutions de y'ta.y =0 (at CCI)) formentun er. dim A

Ruppel:En Analyse on avaitem than que y'tay
=0 => 7 2e1R t.g. y=2.exp(Acx1) pour un Atq. Ala.

On a serlementdémontreen Analyse que y =exp(A) estune solution de y'tay =0,
aver le corollaire on a que exp(-A) forme une base de E

=

(y =C' y'tay =03 quimontre
le reste.

Corollaire 2:Les solutions de y"+ py+qy
=0 piqeIR, formanten er de dim 2.
e

*

Par
conséquence, si l'on trouve des solutions fo etfu de * t.g. G2 0 etce Rt.g.f1 =c.f(fx=I,

On a une base des solutions de *,
*

la fontnulle f1(x) +c.fa(x).
alors y satisfont*

1 J A, BERR,t.g.y =A.f1 +B.fz

Exple: (Exercice 1.9) feet fc t.g.fe(x)=sin (x) etfa(x) =cos(2x) formentune base pour l'esp.rect.
de solutions de y"+4y =0 )), alors y satisfait) (*) ]A.BtR t.g.y(x) =A.sin (2x) +B.cos(2x).

R

composi

Rq:fi-sig ony: RAIR, x* 2x

fc =

cosog

y
=A.f, +B.fz =A(sinog) +B(cosog)

Ref:On appelle F=(fe, ..., ful qui esteme base de E un système fondamentale de

Rq:SiF=(fe, ..., ful estun système fondamentale, alors ye E=)] (C... ... (n)EIR" t.g.y =Ecifi.

Aperçu - des solutions Particulières etGénérales:
Soit f: E F etbe F, alors pour résoudre f(x)=b on faitcomme sa.

Rq:Sib70 alors l'ensemble A ={x=Ef(x) =b3 n'estpas un esp. rect (car 0= 4A). L

SoitN.EA, alors x=xo eEestune solution de f(x)=b, Preuve:Soitxe et xx =A

alors XGAC=> R=xo+xhom orXom e Ker (f) alors f(x) =betf(x2) =b
l ↑une *

la solution générale
la soluti sol.

du ph. homogène
=>f(x1 - x2) =f(x) -f(x) =b- b =0

générale particulière alors la différence de deuxsolutions

estds Ker (f).


