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=(ur, ..., un) une famille de vecteurs dans un espace vectoriel E, cad Mie EFiz..... ALGEBREZ

F

estgénératrice si xeE] d: elk, i =1...., n t.q x-biri
Fest libre si biMi =0 => bi =0, Xi=1,....n Fest une base si F estlibre etgénératricei =1

an même temps.

Prop:Festune baseWxcEI! Sie IK (i =1......) t.g.bir:
Preuve:

=>génératrice, x =
=0 => 7!:elk t.g.0 =biri, 3: =0 une solution pour

évidente, la seule =>libre r
=>existance de sicar F génératrice x =Ebiri

mais des Mi sont aussiuniquesenl'absurde: F libre => Mi =0
T

-Ex =E : Mi ↓ Fi =1,...,n

bi =5:4
Exples des bases: 0 =E5i)

1) R2 F1 =(e,,e2) or ei =(0), ec= (i) est une base,
etles coefficients

car fx =() =R =3 x =x(8) =xz.(8) =xe +xe x1, x2 sontuniques.
ou car, estgénératrice et libre (exercial.

· mais aussiFz:=((1). (ill, formentare base. Pourquoi?
il libre b1(i) +bi(i) =(!) =(8) =be

+3=0 3
=>b1 =0,

31 - 22 =0E 62 =- 31 =0
261

=0 =7

il génératrice:(i) =61.() +b (1):? 3,32 tg
en

S 3 x - 62 =x2 2(i) +(i) =i=(!) +be
+bz =x

=b =xetxe

Rq's: et32 =x1 - 61 =x1 -
x1 +x2

=

21-x22 2

1) Avec la prop. ci-dessous il n'estpas nécessaire de démontrer "libre":be et be sontfixe's
de façon unique par RER" (1 =x15x2, b2=Yr
2)))Wili)-) on a une solution unique (pour (s))etr
lematrice
2x2 donné

c'estévidentla façon la plus courteicipour démontrer que Fest une famille libre.
On généralise pow in recteurs dans RY.

Prop:F=(m, ..., un) nne base de RR" => det(lun. ..., e)) =0

Preuve:Festune base,? I! bi, Axe, t.g.biri =x =*
xu

M11 M12

Ebi Mi=31.M1+brUzt...+brien =61 M11.61 +M1262 +...+Man In

Mei Mr1

+3 int... =uittanafi=1...., n. Mit
=>Mittereten

&1

:==
A.3 aiA()e11

biri=A =M.(R)45ans sol unique) Aldet
A

to



Prop.

Exple:). E), (i) formetune base si
Par contre. (I)().() he formentune base car

M

1Mercimesarbre
1 il "Ellee- 3
e

+6

Samme:dim (M) -n. En fait, er=, ez =%, es:8 estune base éxidente,

- ·
Car det (ex. er, ..., en) = det (1n) =1), etelle estappelé la base canonique de IR".

Rq:2y a une infinitedes bases dans IR".

explein =2 =((i),()1, ((5). (2) +9.159) =ad- bc =0)(
Lemme:dim (Ru[X]) =n+1
En fait, F: =(1,X, x?..., X2) estreme base, la base camonique.

PourquoiFestune base?
* Pen[X) alors 5! (ar.as.....all tg. 4(X)=ar1+anx+ anx"-... +anx

=Ex
-espace rectile des matrices

-emme:dim Mmin (IK) =min

IUne base pour Man (8."") (o:. et.
F=(Mij),.....estune base de Mme or (Mähe:{1 si il re0 autrement

j
=
1, . . .,n

pour chaque jon a des matrices.

p.exple: Mais dans Mait:
M.JeI IAEMmin, alors A =EE Ais Mii)0

Exple: Mas (IK) une base S).).(i)etSil
famille de
six matrices,

-
-e

que forment
Me,1 M2,2 M2,3 une base.

FAEMa als A=(E) net AMent...As Mais
i

- -

"On compose la
a A Ex =Mc,3 · Cardinalité:

matrice Aen combinaison linéaire des coefficientsuniques -> une base. le nb des

autressix matrices". élements,

Plus detaillé /illustré: ici, que
A =(i) -, (3-2i)

=2.(?)+3. (88) - (82) formentune base.

EiWall 1,3
Rq:KY estun K-esp.rectoriel avec dim KP =n En tantque IR-esp. vectoriel:

C'estaussi sen IR-esp. rectoriel avec dim IRK"=2n
&=1 =a

+ib =C

41.1Exple: (=(912) =(a +ib).(f) +( +id).(i) =3 dim, K =2

C (3) -IR2
= a(6) +2(0) +c.(i) +d(i)=7 dim K =4

de IR=



Pour décider
que nvecteurs M,...., un de IR" formentune base on peututiliser le determinant

(f. Prop. ci-dessus).Pour E plus générale on a (sans preuve):
Prop.SoitEun esp.rectde dimension n, dim E =

n, etsoitF =(u......un une famille de
vecteurs dans E. Alors, on a:
i) Festune base
#
i) Festlibre Alors, si vous connaisezla dim de E(finie) il estsuffisantde my#
i) Festgénératrice Soit Fest libre, soitF génératrice,pour établir les deux ptes au in temps.

Erple: E =R2[X], F=(x2, x4X, x+1). Fest libre car bix"+3i(x+x +33(x+1) =0 1=>/

ici les !

vecteu
((1 +

(x
+(3 =+3+b) . x

2
=0 un polynôme estzero sitoute

sontdes e
1

polynomes ↓ =0 =33 =32 =61 =0 ces coefficients sontzero.
10 =0

L

Fest libre* Fest aussi génératrice, car je suis déjà dim (R2[X]) = 3
=>Festune base.

Rq:dim C" (Camb3IR) =0 X(il n'existe ene base de taille (cardinalite) finie.

Thrm:SoitF =(u1, . ... un) one famille de vecteurs de E, E une. Alors,
(1)li Festlibre on peuttrouver d'autres vecteurs dans E pour compléter àune base.

(p.e. s: dimE=n, JV....,WntE t.g. [M1...., en, V1....,Vn) estune base de E).
(2)li F estgénératrice alors on peutéliminer des vecteurs pour obtenir ce base.

(p.e. si dim E =

n, JNn vecteurs parmiM1, M...., en quiforment are base de E
(3)Chaque ev. E admetene base.

Rq:La dimension d'un erE est:

Lemme:1) le nombre minimal des recteurs qui sontgénération.
2) le nombre maximal des recteurs qui sont libres.

Corollaire:F=(M....,dl deE, dim E=n si Non alors F n'estpas libre.
si Ncn 1

pas génératrice.


