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Devoir surveillé n°4

1l est rappelé que la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans ’appréciation des copies. Les réponses auz exercices doivent donc étre clairement
rédigées. Le détail des calculs doit apparaitre sur la copie. La présentation doit étre la plus soignée pos-
sible. Enfin, si vous pensez avoir repéré une erreur d’énoncé, signalez-le sur la copie et poursuivez votre
composition en expliquant les raisons des initiatives que vous avez été amené & prendre. La calculatrice
est interdite.

Exercice 1 On considére 'application f : R® — R3 donnée par :
flz,y,2) = (x+y—2,—32— 3y + 32z, —2x — 2y + 22).

Montrer que f est linéaire.

Déterminer la matrice M de f dans la base canonique.
Déterminer une base de Ker(f).

Déterminer une base de Im(f).

Montrer que Im(f) < Ker(f). A-t-on R® = Ker(f)® Im(f)?
Déduire de ce qui précéde que M? = 0.
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Exercice 2 Le but de cet exercice est de déterminer les solutions définies sur I =]0, +o0[ de 'équation
différentielle :

Veel, t2f"—2tf +(2—12)f =33t + 1)e*. (A)
On s’intéresse dans un premier temps a 1’équation différentielle suivante :
Vtel, 2'—z=3(t+1)e*. (B)

1. Résoudre I’équation homogene associée a (B).
2. Déterminer les solutions de (B).

3. Soit f € C?(I). Montrer que f est solution de (A) si et seulement si la fonction z définie par
z(t) = f(t)/t pour tout t € I est solution de (B).

4. En déduire les solutions de (A).

Exercice 3 Soit n € N. On note E = R,,[X] 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal
a n. On considére I'application f : E — E définie pour tout P € E par :

f(P)=P+(1-X)P.
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. Montrer que f est linéaire.
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(a) Résoudre I’équation différentielle (1 — x)y’ +y = 0 sur |1, 4+o0[.
(b) En déduire que Ker(f) = Vect(l — X).
3. (a) Donner la dimension de I'm(f).
(b) Calculer f(X*) pour k =0,---,n, et en déduire une base de Im(f).

4. On suppose a présent n = 4. Donner la matrice de f dans la base canonique.

Exercice 4 Soit F = R* et F = R%. On considére H = {(Jc,y, 2, t)eRt | z=y=2= t}. Existe-t-il
des applications linéaires de E dans F' dont le noyau est H 7 Justifier.



