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Devoir surveillé n°4

Il est rappelé que la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans l’appréciation des copies. Les réponses aux exercices doivent donc être clairement
rédigées. Le détail des calculs doit apparaître sur la copie. La présentation doit être la plus soignée pos-
sible. Enfin, si vous pensez avoir repéré une erreur d’énoncé, signalez-le sur la copie et poursuivez votre
composition en expliquant les raisons des initiatives que vous avez été amené à prendre. La calculatrice
est interdite.

Exercice 1 On considère l’application f : R3 Ñ R3 donnée par :

fpx, y, zq “ px` y ´ z,´3x´ 3y ` 3z,´2x´ 2y ` 2zq .

1. Montrer que f est linéaire.
Il s’agit d’établir que fpu` λvq “ fpuq ` λfpvq pour tout u,v dans R3 et tout λ P R.

2. Déterminer la matrice M de f dans la base canonique.
La matrice dans la base canonique est :

M “

¨

˝

1 1 ´1
´3 ´3 3
´2 ´2 2

˛

‚

3. Déterminer une base de Kerpfq.

On a fpx, y, zq “ 0ô x` y ´ z “ 0, d’où l’on déduit Kerpuq “ V ect

¨

˝

¨

˝

1
0
1

˛

‚,

¨

˝

0
1
1

˛

‚

˛

‚.

4. Déterminer une base de Impfq.

Les vecteurs colonnes de M étant liés, on a immédiatement Impfq “ V ect

¨

˝

¨

˝

1
´3
´2

˛

‚

˛

‚.

5. Montrer que Impfq Ă Kerpfq. A-t-on R3 “ Kerpfq ‘ Impfq ?

On remarque que le vecteur

¨

˝

1
´3
´2

˛

‚ satisfait l’équation du plan Kerpfq, et donc Impfq Ă Kerpfq.

L’intersection de ces deux ensembles n’étant pas réduite au vecteur nul, ils ne peuvent être en somme
directe.

6. Déduire de ce qui précède que M2 “ 0.
Il résulte de l’inclusion Impfq Ă Kerpfq établie précédemment que fpuq P Kerpfq pour tout u P R3,
et donc fpfpuqq “ 0 pour tout u P R3. Ainsi f2 est l’application nulle, et sa matrice dans la base
canonique M2 l’est aussi.

Exercice 2 Le but de cet exercice est de déterminer les solutions définies sur I “s0,`8r de l’équation
différentielle :

@t P I , t2f2 ´ 2tf 1 ` p2´ t2qf “ 3t3pt` 1qe2t . (A)

On s’intéresse dans un premier temps à l’équation différentielle suivante :

@t P I , z2 ´ z “ 3pt` 1qe2t . (B)

1. Résoudre l’équation homogène associée à (B).
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2. Déterminer les solutions de (B).
On s’intéresse dans un premier temps au problème homogène (H) : z2 ´ z “ 0 sur I, dont le
polynôme caractéristique associé est P pXq “ X2 ´ 1 “ pX ´ 1qpX ` 1q. Les solutions s’écrivent
donc sous la forme :

hptq “ λe´t ` µet , @t P I ,

avec pλ, µq un couple de constantes réelles.
Par suite, en cherchant une solution particulière sous la forme zpptq “ pptqe2t où p est un polynôme,
on trouve, après identification : zpptq “ pt ´ 1{3qe2t. Les solutions de (B) sont donc les fonctions
définies par :

zptq “ λe´t ` µet ` pt´ 1{3qe2t , @t P I .

3. Soit f P C2pIq. Montrer que f est solution de (A) si et seulement si la fonction z définie par
zptq “ fptq{t pour tout t P I est solution de (B) :
On commence par remarquer que z P C2pIq, et on a, pour tout t dans I :

f 1ptq “ tz1ptq ` zptq

f2ptq “ tz2ptq ` 2z1ptq

Par suite :

f est solution de (E)ô @t P I , t2f2ptq ´ 2tf 1ptq ` p2´ t2qfptq “ 3t3pt` 1qe2t

ô @t P I , t2ptz2ptq ` 2z1ptqq ´ 2tptz1ptq ` zptqq ` p2´ t2qtzptq “ 3t3pt` 1qe2t

ô @t P I , t3z2ptq ´ t3zptq “ 3t3pt` 1qe2t

ô @t P I , z2ptq ´ zptq “ 3pt` 1qe2t

4. En déduire les solutions de (A).
Les solutions de (A) sont les fonctions définies par :

fptq “ λte´t ` µtet ` tpt´ 1{3qe2t , @t P I .

Exercice 3 Soit n P N . On note E “ RnrXs l’espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou
égal à n. On considère l’application f : E Ñ E définie pour tout P P E par :

fpP q “ P ` p1´XqP 1 .

1. Montrer que f est linéaire.
Pour tout P,Q dans E et tout λ P R, on a :

fpP ` λQq “ pP ` λQq ` p1´XqpP ` λQq1

“ P ` p1´XqP 1 ` λ
`

Q` p1´XqQ1
˘

“ fpP q ` λfpQq .

2. (a) Résoudre l’équation différentielle p1´ xqy1 ` y “ 0 sur s1,`8r.
(b) En déduire que Kerpfq “ V ectp1´Xq.
Soit P P Kerpfq. P est donc solution de l’équation différentielle P ` p1´XqP 1 “ 0, et s’écrit sous
la forme P pXq “ cp1´Xq avec c une constante réelle. Ainsi Kerpfq “ V ectp1´Xq, c’est un sous
espace vectoriel de E de dimension 1.

3. (a) Donner la dimension de Impfq.
le théorème du rang donne dimpEq “ dimpKerpfqq`dimpImpfqq, d’où l’on tire dimpImpfqq “
n.
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(b) Calculer fpXkq pour k “ 0, ¨ ¨ ¨ , n, et en déduire une base de Impfq.
Le calcul donne fpXkq “ Xk ` kp1 ´XqXk´1 “ p1 ´ kqXk ` kXk´1 pour k “ 0, ¨ ¨ ¨ , n. On
remarque alors que fp1q “ fpXq “ 1 et que pour tout k ě 2, fpXkq est un polynôme de degré
k. La famille B “ tfpXq, ¨ ¨ ¨ , fpXnqu est libre, car les degrés des polynômes qui la constituent
sont distincts. La famille B étant libre et constituée de n éléments de Impfq, c’est une base de
Impfq.

4. On suppose à présent n “ 4. Donner la matrice de f dans la base canonique.

Exercice 4 Soit E “ R4 et F “ R2. On considère H “
 

px, y, z, tq P R4 , x “ y “ z “ t
(

. Existe-t-il
des applications linéaires de E dans F dont le noyau est H ? Justifier.

On a H “ V ectp1, 1, 1, 1q, donc H est de dimension 1. Si H était le noyau d’un application linéaire
f de E dans F , alors par le théorème du rang on aurait

rgpfq “ dimpR4q ´ dimpKerpfqq “ 3 .

Ceci qui est exclu car f est à valeurs dans R2, qui est de dimension 2 (et donc rgpfq ď 2).
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