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Exercice 1

1. Ona F(X) = X9 ())({lel)l( peEuys Par le théoréme de décomposition en éléments simples, il existe
des uniques réels a, b, c et d telFs‘((‘l;g()e o . b N X +d
S X-2 X+1 X241

On détermine a en évaluant (X —2)F(X)en2:a=(4+11)/(3 x5) = 1.
On détermine b en évaluant (X + 1)F(X) en —1 : b=12/(-3 x 2) = —2.
On calcule c et d en évaluant (X2 + 1)F(X) en i :
ci+d=10/((i—2)(i+1)) =10/(=3—i) =10 x (=3 +1i)/10 = —3+i dottc =1 et d = —3.
On peut également obtenir ¢ avec la limite de XF(X) en Uinfini, et d en évaluant F(X) en 0.
Ainsi, o 1 2 . X_3
S X-2 X410 X241

2. D’aprés la question précédente,
/ % + 11 dr = / dx /2dx+/x—3d
(22 =z —2)(x2+1) v x—2 x+1 221
= In(lz —2|) —2In(|lz + 1|) +
L’ensemble des primitives de la fonction f est donc constitué des fonctions de la forme

(2—z)Var+1
(z+1)2

— 3arctanz 4+ C, avec C € R.

g:]-1,2[ R, z—1n < > — 3arctanz + C ou C est une constante réelle.

Exercice 2
1. Intégrons par parties en posant u(t) = Int et v(t) = t3/3 :

V2 V2
V2 #3 V243 2v/2Inv2 |3 V2In2 2v2-1 14++2(3In2-2)
/ t“Intdt = | —Int 7/ —dt= ——-v-—|— = =
1 3 1 9 L 3 9 9

3t 3

2. En posant t = /1 +x,0ona z =12 —1 et dz = 2tdt. Comme z — In(1 + 2)v/z + 1 est continue
sur [0, 1], et la fonction ¢ : [1,v/2] — [0,1], ¢+ t? — 1 est C' avec (1) = 0 et ¢(v/2) = 1, on peut
appliquer le théoréme de changement de variables, ce qui donne :

1 V2 V2 4
/ ln(1+x)\/l+xda::/ ln(t2)><t><2tdt:4/ tzlntdt:§(1+\@(3ln2—2)).
0 1 1

Exercice 3 On note D = {(x,y) ER?|0<z<m/2et sine <y < cosx}.

Loy 2. Les fonctions sinus et cosinus sont respecti-
11 vement strictement croissante et strictement dé-
croissante sur lintervalle [0,7/2]. Leurs courbes
) représentatives se coupent en z = /4. Ainsi,

sin

pour x € [0,7/2], sinz < cosz si et seule-
Z ment si 0 < & < 7/4. On en déduit que laire

(@n)
PR S

s 7IT /4 w/4
2 de D vaut / cosx dx —/ sinzdz. Or,
0 0
x
/ (cosx—sinx)dx:sinz—l-cosi—l:\@—1.
14+ 0 4 4

cos Ainsi, laire de D vaut v2 — 1.



/2
Exercice 4 Pour n € N, on note I,, = / (cosz)™ dz.

/2 /2
1. 10:/ (COS$)0d$=/ 1dx—f / cosxdx:sing—sin():let
0 0
12:/7r/2cos2xdx:/ﬂ'/21_|_cos(2x)dx_ﬂ' 1 Sln(27T/2)—SlIlO:z
0 0 2 2 2 4 4

2. (a) Soit n € N. La fonction x — (cosxz)™ est continue, positive et non identiquement nulle sur
[0,7/2]. Cela entraine, par un résultat du cours, que I,, > 0.

(b) Soit n € N. Pour tout x € [0,7/2], 0 < cosz < 1, donc (cosz)" ! < (cosx)™. Par monotonie
de l'intégrale, on en déduit que I,,41 < I . La suite (I,,) est donc décroissante.
(¢) La suite (I,) est décroissante et minorée par 0, elle est donc convergente. De plus sa limite ¢
verifie 0 < £ < I, d’ou ¢ € [0, 1].
3. (a) Soit n € N. Intégrons par parties I,, 12 en posant u(z) = (cosz)" ! et v(z) = sinx :

/2 /2 /2
Iio = / (cosz)" M coszdr = [(cos x)" ! sin x} +(n+1) / (cosx)" sin® x dx
0 0 0

/2 /2 x/2
= (n+1) /0 (cosz)™(1 — cos? z)dx = (n + 1) (/0 (cosx)™ dx — /0 (cos )" +2 dx)

= (n+1IL,— (n+1)l4o.

Dot, (n+ 2)Ip10 = (n+ 1)I,.
(b) Montrons cette proposition par récurrence.
Initialisation : pour n =0, on a (n+ 1)I,,111, = Lo =1 x7/2 =7/2.
Heéréditeé : soit n € N. Supposons que (n + 1)I,411, = 7/2. Alors, par la question précédente,
puis I’hypotheése de récurrence, on a

((n + 1) —+ 1)I(n,+1)+1ln+1 = (n =+ 2)In+21n+1 = (n + 1)InIn+1 = (TL =+ ]-)InJrlIn = 71'/2

(¢) Montrons maintenant que £ = 0 par I’absurde : supposons ¢ # 0. Alors, comme les suites (I,,)
et (In+1) convergent toutes deux vers ¢, la suite ((n + 1)I,411,) diverge, ce qui contredit le
résultat précédent.

4. (a) Comme la suite (I,,) est une suite décroissante de termes strictement positifs, on a pour tout
n €N, Ly2/I, < Iy1/I, < 1. Par 3(a), ces inégalités sont équivalentes a

n+1 I,
n+2 S I:
La suite ((n 4+ 1)/(n + 2)) tend vers 1, c’est donc également le cas de (I,41/1y).
(b) Par la question précédente, I, ~ I,,41 et donc n(I,)? ~ (n + 1)I,411,. Par 3(b), cela signifie
que la suite (n(1,)?) converge vers 7 /2.
5. (a) Soit € €]0,7/2[ et n € N.

Vn € N, < 1.

€ €
i. Pour tout x € [0,¢], 0 < (cosz)™ < 1, donc 0 < / (cosx)™dx < / 1dz =e.
0 0

ii. La décroissance du cosinus sur [5 7/2] entraine que pour tout = € [e,7/2], 0 < cosz < cose.
Ainsi, pour tout z € [e,7/2], 0 < (cosx)™ < (cose)™, et donc

/2 /2
0 </ (cosx)"™ dx g/ (cose)"dx < —(cose)™.
€ €

us
2

71'
(b) Soit £ €]0,7/2[. Alors 0 < cose < 1 et la suite (2(005 5)”) converge vers 0. Il existe donc un

7r
entier N € N tel que pour tout n > N, §(COS €)™ < e. On obtient ainsi, en utilisant la question

précédente, que
€ /2 -
Yn>N,0< 1, = / (cosz)™ dx +/ (cosz)"dr < e+ §(cos e)" < 2e.
0 €

On a donc montré que Ve €]0,7/2[, AN € N, Vn > N, |I,| < 2¢, ce qui signifie que la suite
(I,) converge vers 0.



