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Corrigé du devoir surveillé 1

Exercice 1
2
-+ o(x?).

1. D’apreés le cours, cosh(z) =1
’ o(x?). Alors, X — 0 quand x — 0. D’ot,

+
2. Posons X = cosh(z) — 1= g

In(coshz) = In(1 + X) = X + o(X) = 2?/2 + o(x?).

On en déduit que
In(coshz)  22/2+o0(2?) 1 1
3 = 3 = 5 —+ 0(1) ~ 5

T T

3. 1l s’en suit que cosh(z)/*" = exp (M) =exp (3 +o(1)) — e'/2

x2

Exercice 2 D’aprés le cours, lorsque = — 0,
sine =z — 23/6 + o(2®)
Factorisons le terme dominant au dénominateur :
2—x=2(1-2/2)
Ainsi,
sinz  xz—a%/6+o0(a®) x—2*/6+0(z®) 1
2—z  2(1-=xz/2) 2 1-X’

o X = x/2 — 0 lorsque z — 0. D’aprés le cours,

1 9 9 x 22 9
7X:1—|—X+X +o(X%) =1+ -+ — +o0(z)

1— 2 4
Et donc
sinr_ 1 x—x—3+o(x3) 1+§+m—2+o(x2) a2 (D) v (2o 1)) vowd)
2—x 2 6 2 4 ) 2 4 6
r 2?23 3
—§+Z+ﬂ+0(l‘)

Exercice 3

1. Remarquons que f(0) = 0. Donc z = 0 est une solution de I’équation. De plus, f est dérivable
et pour tout z € R%, f'(z) =1 — 1-%% = 175 > 0. Ainsi, f est strictement croissante et f(z) >
f(0) = 0 pour z € R . En particulier, z = 0 est I'unique solution de I’équation.

2. Raisonnons par récurrence. Pour n = 0, on a u,, = a > 0 par hypothése. Supposons que pour
n € N fixé, u, > 0. Alors 1 + u,, > 1. Et comme la fonction In est strictement croissante,
Un+1 = In(1 +up) > In(l) =0, cqfd.

3. Soit n € N. D’aprés la question précédente, u,, > 0. D’aprés la premiére question, f(u,) > 0,
c’est-a~dire u, — up41 > 0. La suite (u,) est donc (strictement) décroissante.

4. D’apres les deux questions précédentes, (u,,) est décroissante et minorée (par 0) donc converge vers

une limite ¢ € Ry. Par continuité, on peut passer a la limite dans I'équation w, 1 = In(1+u,) et
conclure que £ = In(1 + ¢). D’aprés la premiére question, £ = 0.



. Lorsque x — 0, on a

r—In(l1+z) x—(xz—2*/240(?) 22/2+0(2?) 1/2+0(1) _)1
rln(l4+z) z(x + o(x)) 224 o0(x?)  1+0(1) 2
. Or
S L1 up—upgr U — In(1 + uy,)
" Upg1 Un UplUpgr Up (14 uy,)

Comme u,, — 0, on déduit de la question précédente que lim, o0 v, = %

. Comme vy, = u:ﬂ — u%m
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
vw+uyy+--t+tvgpag=({———|+|——— ]+ +(— - =— ——=—— -
U1 Uo U2 Uy Unp Up—1 Un uo Un, a
Do,
1 = 1
- = vk_i'_f
Un, P a

En multipliant par 1/n, on obtient I'identité demandée.
. D’apreés l'indication, lorsque n — +oo,

1

? NUp

1 . . R
Donc = %ZZ:O v + % ~ %, ce qui revient a dire que nu, ~ 2 et donc u, ~ 2/n.

Exercice 4 On considére la fonction f : z + arcsin (zfil)

1. Pour que la fonction soit définie au point x, il faut et il suffit que

2x
<1,
x2+1]~
ce qui s’écrit
2z| <2 +1
ou encore
0< (Jz] - 1)?

Cette inégalité étant toujours vérifiée, f est définie sur R. Elle y est continue comme composée de
fonctions continues sur leurs domaines de définition.

. Comme la fonction arcsin est dérivable dans | — 1,1[, f l'est en tout point z tel que l'inégalité
xffrl < 1 soit stricte, c’est-a-dire si 0 < (|#|—1)2. Donc, f est dérivable en tout point = & {—1,1}.
De plus,
() = 1 2(x% +1) — 422 _ 1 2(1 — 2?) _ 1= 2 2
() T V@D @D A

. Comme f est impaire, il suffit d’étudier la dérivabilité en a = 1. Soit z < 1. Par le théoréme des
accroissements finis, il existe ¢ €]z, 1] tel que

f@) =) ey 2
Teo1 @=arT

Comme ¢ €]z, 1[, ¢ = 1 lorsque  — 1~ et donc

e J@ s
r—1— rz—1
Par le méme raisonnement,
— f(1
o f@ -
r—1t r—1

La fonction f n’est donc pas dérivable en a = 1.



