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Exercice 1
1. D’après le cours, cosh(x) = 1 + x2

2 + o(x2).

2. Posons X = cosh(x)− 1 = x2

2 + o(x2). Alors, X → 0 quand x→ 0. D’où,

ln(coshx) = ln(1 +X) = X + o(X) = x2/2 + o(x2).

On en déduit que
ln(coshx)

x2
=

x2/2 + o(x2)

x2
=

1

2
+ o(1) ∼ 1

2

3. Il s’en suit que cosh(x)1/x
2

= exp
(

ln(cosh x)
x2

)
= exp

(
1
2 + o(1)

)
→ e1/2.

Exercice 2 D’après le cours, lorsque x→ 0,

sinx = x− x3/6 + o(x3)

Factorisons le terme dominant au dénominateur :

2− x = 2(1− x/2)

Ainsi,
sinx

2− x
=

x− x3/6 + o(x3)

2(1− x/2)
=

x− x3/6 + o(x3)

2

1

1−X
,

où X = x/2→ 0 lorsque x→ 0. D’après le cours,

1

1−X
= 1 +X +X2 + o(X2) = 1 +

x

2
+

x2

4
+ o(x2)

Et donc

sinx

2− x
=

1

2

(
x− x3

6
+ o(x3)

)(
1 +

x

2
+

x2

4
+ o(x2)

)
=

1

2

(
x+ x2

(
1

2

)
+ x3

(
1

4
− 1

6

))
+ o(x3)

=
x

2
+

x2

4
+

x3

24
+ o(x3)

Exercice 3
1. Remarquons que f(0) = 0. Donc x = 0 est une solution de l’équation. De plus, f est dérivable

et pour tout x ∈ R∗+, f ′(x) = 1 − 1
1+x = x

1+x > 0. Ainsi, f est strictement croissante et f(x) >
f(0) = 0 pour x ∈ R∗+. En particulier, x = 0 est l’unique solution de l’équation.

2. Raisonnons par récurrence. Pour n = 0, on a un = a > 0 par hypothèse. Supposons que pour
n ∈ N fixé, un > 0. Alors 1 + un > 1. Et comme la fonction ln est strictement croissante,
un+1 = ln(1 + un) > ln(1) = 0, cqfd.

3. Soit n ∈ N. D’après la question précédente, un > 0. D’après la première question, f(un) > 0,
c’est-à-dire un − un+1 > 0. La suite (un) est donc (strictement) décroissante.

4. D’après les deux questions précédentes, (un) est décroissante et minorée (par 0) donc converge vers
une limite ` ∈ R+. Par continuité, on peut passer à la limite dans l’équation un+1 = ln(1+ un) et
conclure que ` = ln(1 + `). D’après la première question, ` = 0.



5. Lorsque x→ 0, on a

x− ln(1 + x)

x ln(1 + x)
=

x− (x− x2/2 + o(x2))

x(x+ o(x))
=

x2/2 + o(x2)

x2 + o(x2)
=

1/2 + o(1)

1 + o(1)
→ 1

2
.

6. Or
vn =

1

un+1
− 1

un
=

un − un+1

unun+1
=

un − ln(1 + un)

un ln(1 + un)
.

Comme un → 0, on déduit de la question précédente que limn→+∞ vn = 1
2 .

7. Comme vk = 1
uk+1

− 1
uk

,

v0 + v1 + · · ·+ vn−1 =

(
1

u1
− 1

u0

)
+

(
1

u2
− 1

u1

)
+ · · ·+

(
1

un
− 1

un−1

)
=

1

un
− 1

u0
=

1

un
− 1

a

D’où,
1

un
=

n−1∑
k=0

vk +
1

a
.

En multipliant par 1/n, on obtient l’identité demandée.
8. D’après l’indication, lorsque n→ +∞,

1

n

n−1∑
k=0

vk ∼
1

2

Donc, 1
nun

= 1
n

∑n−1
k=0 vk + 1

na ∼
1
2 , ce qui revient à dire que nun ∼ 2 et donc un ∼ 2/n.

Exercice 4 On considère la fonction f : x 7→ arcsin
(

2x
x2+1

)
.

1. Pour que la fonction soit définie au point x, il faut et il suffit que∣∣∣∣ 2x

x2 + 1

∣∣∣∣ ≤ 1,

ce qui s’écrit
2|x| ≤ x2 + 1

ou encore
0 ≤ (|x| − 1)2

Cette inégalité étant toujours vérifiée, f est définie sur R. Elle y est continue comme composée de
fonctions continues sur leurs domaines de définition.

2. Comme la fonction arcsin est dérivable dans ] − 1, 1[, f l’est en tout point x tel que l’inégalité∣∣∣ 2x
x2+1

∣∣∣ < 1 soit stricte, c’est-à-dire si 0 < (|x|−1)2. Donc, f est dérivable en tout point x 6∈ {−1, 1}.
De plus,

f ′(x) =
1√

1−
(

2x
x2+1

)2 2(x2 + 1)− 4x2

(x2 + 1)2
=

1√
(x2 + 1)2 − (2x)2

2(1− x2)

(x2 + 1)
=

1− x2

|1− x2|
2

x2 + 1

3. Comme f est impaire, il suffit d’étudier la dérivabilité en a = 1. Soit x < 1. Par le théorème des
accroissements finis, il existe c ∈]x, 1[ tel que

f(x)− f(1)

x− 1
= f ′(c) =

2

c2 + 1
.

Comme c ∈]x, 1[, c→ 1 lorsque x→ 1− et donc

lim
x→1−

f(x)− f(1)

x− 1
= 1.

Par le même raisonnement,

lim
x→1+

f(x)− f(1)

x− 1
= −1.

La fonction f n’est donc pas dérivable en a = 1.


